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Kapitel 1
Einleitung
1.1 Einfu¨hrung in die Problemstellung
Ku¨hlkomponenten von Kraftwerken zur Erzeugung elektrischer Energie dienen dazu,
thermische Ablasten aus den natu¨rlichen Gewa¨ssern unserer Umwelt fernzuhalten. Hierzu
werden in Deutschland wie in den meisten anderen Industriela¨ndern Naturzugku¨hltu¨rme
verwendet. Durch die Erho¨hung der thermischen Wirkungsgrade der Kraftwerke auf
Basis fossiler Brennstoffe oder von Kernbrennstoffen werden die Naturzugku¨hltu¨rme
leistungsfa¨higer und damit gro¨ßer und ho¨her. Dadurch werden sie in sta¨rkerem Maße
durch Wind sowie alle anderen atmospha¨rischen Einwirkungen beansprucht.
Wie Experimente an Großausfu¨hrungen belegten, sind Ku¨hlerschalen in besonderem
Maße durch den Wind dynamisch beaufschlagt. Bei Tu¨rmen bis mittlerer Ho¨he von etwa
150 m liegen die niedrigsten Eigenfrequenzen stets oberhalb von 1.0 Hz, weshalb im
Hinblick auf die Leistungsspektren der Windgeschwindigkeit oder der Oberfla¨chendru¨cke
i.a. eine ausreichende Hochabstimmung des Gesamtsystems vorliegt. Hinsichtlich der
globalen Tragwerkssicherheit ist das Bemessungskonzept nach derzeitiger Richtlinie
daher akzeptabel: Die quasi-statischen Windlasten werden mit einem frequenzabha¨ngigen
U¨berho¨hungsfaktor vergro¨ßert. Dieses Konzept unterscha¨tzt jedoch die wirklichen
Ringbiegewirkungen.
Seit den ersten Deformationsmessungen an fertigen Ku¨hlern ist bekannt, daß Ku¨hler-
schalen nahezu kontinuierlichen Biegeschwingungen aus Windbelastungen unterliegen.
Daru¨ber hinaus weichen die Druckspektren der Ablo¨semeridiane wegen der u¨berkritschen
VON KA´RMA´N-Ablo¨sung in Form und Frequenzlage von den u¨brigen Spektren ab, was
zusa¨tzliche dynamische Biegewirkungen in Umfangsrichtung der Schale bewirkt. Die
dynamischen Biegewirkungen lassen sich weltweit an vielen Ku¨hltu¨rmen beobachten, bei
denen sich nach Jahren beanstandungsfreien Tragverhaltens plo¨tzlich Meridianrisse ent-
wickeln und ein mit dem Lebensalter u¨berpropotional anwachsender Scha¨digungsprozeß
beginnt. Dieser Scha¨digungsprozeß gilt auch fu¨r Großku¨hltu¨rme modernster Bauart.
Die Biegeschwingungen beeinflussen die Tragwerkssicherheit, insbesondere aber sind sie
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fu¨r die Dauerhaftigkeit der du¨nnen Ku¨hlturmschale und die Verfolgung von Scha¨digungs-
prozessen von gro¨ßter Bedeutung. Die Sanierung der bescha¨digten Schale durch z.B. Ver-
pressen der Risse ist extrem kostenintensiv und zeitaufwendig, so daß die geplanten Ab-
schaltungsphasen eines Kraftwerks fu¨r die Inspektion und Wartung der Maschinen im
allgemeinen zu kurz sind. Aus diesem Grund ist die Erhaltung der Gebrauchstauglichkeit
von Ku¨hltu¨rmen in der erwarteten Nutzungsdauer neben der Standsicherheit ein wichtiger
Aspekt. Fu¨r einen U¨berblick des heutigen Forschungsstandes im Sektor der Scha¨digungs-
analyse von Naturzugku¨hltu¨rmen sind u.a. die Arbeiten von Kra¨tzig, Gruber, Meskouris &
Zahlten (1994), Kra¨tzig & Gruber (1996), Wittek & Meiswinkel (1996), Harte & Kra¨tzig
(1999), Harte, Kra¨tzig, Noh & Petryna (2000), Harte & Kra¨tzig (2001) und Kra¨tzig,
Meskouris & Noh (2001) zu nennen.
1.2 Zielsetzung der Arbeit
Das Ziel dieser Arbeit ist die wirklichkeitsnahe Verfolgung progressiver Scha¨digungs-
prozesse von Naturzugku¨hltu¨rmen, stellvertretend fu¨r a¨hnliche Pha¨nomene an anderen
Ingenieurtragwerken, sowie die Erkundung von Maßnahmen zur Scha¨digungspra¨vention.
Die typischen meridionalen Rißscha¨digungen an vielen Großku¨hltu¨rmen werden durch
starke thermische Einwirkungen, hygrisches Quellen infolge der sta¨ndigen Befeuchtung
der Turminnenseite oder durch Stu¨rme sowie durch Fundamentsetzungen initialisiert.
Die Initialscha¨digung reduziert die Umfangsbiegefestigkeit so stark, daß das dynamische
System des Ku¨hlturms zum spektralen Winderregermaximum hin schiftet. Hierdurch
versta¨rkt die urspru¨nglich mit ausreichendem Abstand hochabgestimmte Schalenkon-
stuktion ihre dynamischen Einwirkungskomponenten, was zu einer Intensivierung der
Initialscha¨digung fu¨hrt: Ein progressiver Scha¨digungsprozeß bildet sich aus. Die Beschrei-
bung dieses progressiven Scha¨digungsprozesses ist das zentrale Ziel der vorliegenden
Arbeit.
Aus heutiger Sicht der Tragwerksuntersuchungen von Naturzugku¨hltu¨rmen ergibt
sich folgende Situationsbeurteilung: Liegt das Ziel im Erreichen einer ausreichenden
globalen Tragwerkssicherheit, beispielsweise fu¨r den Entwurf von Ku¨hltu¨rmen mit einer
Gesamtho¨he kleiner als 150 m, so ist die quasi-statische Behandlung des Windes und
eine Analyse auf Basis der Elastizita¨tstheorie i.a. eine akzeptable Na¨herung. Will man
Grenzzusta¨nde der Tragfa¨higkeit untersuchen, sind geometrisch und stofflich nichtlineare
Modelle erforderlich. Sollen progressive Scha¨digungsprozesse unter Windbeanspruchun-
gen erforscht werden, ist daru¨ber hinaus der Zusammenhang zwischen den dynamischen
Eigenschaften der bescha¨digten Struktur und des Windes zu beru¨cksichtigen.
In der vorliegenden Arbeit werden deshalb leistungsfa¨hige und zuverla¨ssige numerische
Werkzeuge zusammengestellt und entwickelt. Neben den Lo¨sungsalgorithmen sind diese
fu¨r die Simulation der Ku¨hlturmstu¨tzen sowie der zusammengesetzten Schale geeignete
Finite Elemente. Ferner spielt das Materialmodell fu¨r den hochgradig nichtlinearen
Verbundwerkstoff Stahlbeton eine entscheidende Rolle. Fu¨r die vorliegende Arbeit wird
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die Anwendung eines Betonmodells mit mo¨glichst wenigen Materialparametern ange-
strebt. Da die Zugrißbildung des Betons sowie die durch Verbundwirkung verbleibende
Zugtragfa¨higkeit des Betons zwischen den Rissen (Tension-Stiffening) die wesentlichen
Einflußkomponenten auf das physikalisch nichtlineare Verhalten der allgemein schwach
bewehrten Ku¨hlturmschale charakterisieren, soll eine besondere Bedeutung der Modellie-
rung des Zugriß- und des Verbundverhaltens zwischen Beton und Bewehrungsstahl gelegt
werden.
Mittels der aufbereiteten numerischen Wergzeuge werden im Rahmen statischer Analysen
unter Beru¨cksichtigung der geometrischen und stofflichen Nichtlinearita¨t zwei real
existierende große Naturzugku¨hltu¨rme analysiert. Basierend auf den aus der statischen
Analyse gewonnenen Kenntnissen werden die Eigenfrequenzen nebst Modalformen fu¨r
verschiedene Lastfallkombinationen analysiert. Strukturmechanisch betrachtet werden so-
mit Eigenschwingungen dem kinematisch und physikalisch nichtlinearen, quasistatischen
Grundzustand des Turms mit Scha¨digungszusta¨nden unter unterschiedlichen Beanspru-
chungsniveaus superponiert. Aus dem Verlauf der Eigenfrequenzen u¨ber unterschiedliche
Scha¨digungsniveaus ko¨nnen Erkenntisse u¨ber die Ursachen des Scha¨digungsprozesses
gezogen werden.
Die Formulierung von geeigneten Scha¨digungsindikatoren soll es ermo¨glichen, den Scha¨di-
gungszustand der Ku¨hltu¨rme unter den jeweiligen Lastintensita¨ten zu identifizieren. Aus
der Simulation von Scha¨digungen mittels Tragwerksantworten aus nichtlinearen, quasi-
statischen Analysen sowie aus nichtlinearen Schwingungsanalysen ko¨nnen fu¨r einen vor-
liegenden Ku¨hlturmentwurf Maßnahmen zur Scha¨digungspra¨vention abgeleitet werden.
1.3 Gliederung
Im folgenden wird der Inhalt der vorliegenden Arbeit, die in sieben Kapitel gegliedert ist,
vorgestellt:
• In Kapitel 2 werden die strukturmechanischen Grundlagen beschrieben. Dabei wird
das in den numerischen Analysen angesetzte Finite Schalenelement erla¨utert. Die
bei dieser FE-Formulierung zugrunde gelegte Schalentheorie, die ausgehend vom
dreidimensionalen Kontinuum hergeleitet wird, wird zusammengefaßt.
• Das 3. Kapitel befaßt sich mit der in der Arbeit fomulierten numerischen Modellie-
rung des Verbundwerkstoffes Stahlbeton. Fu¨r die vorliegenden Scha¨digungsanalysen
extrem großer du¨nnwandiger, schwachbewehrter Schalenstrukturen wird ein inkre-
mentell hypoelastisches orthotropes Betonmodell zweidimensional formuliert. Das
Verbundmodell erfaßt das Rißverhalten des zu untersuchenden Tragwerks. Durch
Simulation der experimentellen Versuche wird die Leistungsfa¨higkeit des formulier-
ten Materialmodells untersucht und beurteilt.
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• In Kapitel 4 werden zwei real existierende Naturzugku¨hltu¨rme unter Beru¨cksichti-
gung der geometrischen und physikalischen Nichtlinearita¨t statisch untersucht. Bei
der Festlegung der Lastfallkombinationen wird die hygrische Beanspruchung in Form
einer a¨quivalenten Temperaturlast definiert. Zur Simulation der Scha¨digungsent-
wicklung u¨ber die Lebensdauer der Tu¨rme wird ein Lastkollektiv mit zyklischer
Windbeanspruchung angesetzt.
• U¨ber die nichtlinearen Scha¨digungsprozesse eines Tragwerks wird im 5. Kapitel
diskutiert. Zur Quantifizierung des globalen Scha¨digungszustandes unter dem je-
weiligen Beanspruchungsniveau werden Eigenschwingungen des gescha¨digten Trag-
werks herangezogen. Ein Satz von neuen Scha¨digungsindikatoren wird basierend auf
den Eigenschwingungen formuliert. Zur Interpretation dieser Indikatoren wird ein
auf der Verformung basierter Indikator angewandt.
• Ausgehend von der Betrachtung der Scha¨digungsprozesse werden die bereits sta-
tisch untersuchten Tu¨rme im 6. Kapitel in Bezug auf Eigenschwingungen analy-
siert, die den Einfluß der Steifigkeitsabnahme auf die dynamischen Eigenschaften der
Tu¨rme wiedergeben. Die Scha¨digungsindikatoren stellen die Entwicklung der globa-
len Scha¨digungszusta¨nde neben der initialen Scha¨digung infolge der thermischen
und hygrischen Beanspruchungen in Abha¨ngigkeit der steigenden Windbelastung
dar.
• Eine Zusammenfassung der Resultate dieser Arbeit und einen Ausblick auf noch zu
untersuchende Aspekte beinhaltet das 7. Kapitel.
Kapitel 2
Theoretische Grundlagen
In diesem Kapitel wird die angewandte Schalentheorie fu¨r die isoparametrische Formulie-
rung des Finiten Elementes von Menzel (1996) zusammenfassend wiedergegeben. Dabei
handelt es sich um eine Schalentheorie mit endlichen Rotationen und mit konstanten
Schubverzerrungen nach REISSNER. Der Grund fu¨r die Anwendung dieser Schalentheorie
liegt darin, daß das additive Updaten des Direktors und die Schwierigkeiten bei der
Formulierung des Direktors fu¨r die in der vorliegenden Arbeit zu analysierenden zusam-
mengesetzten Schalen elegant umgangen wurden. Somit ermo¨glicht die Formulierung
den Verzicht auf ku¨nstliche Steifigkeiten oder Penalty-Faktoren, und Rotationsfreiwerte
entlang einer Verschneidungslinie bei zusammengesetzten unterschiedlichen Schalengeo-
metrien ko¨nnen konsistent gekoppelt werden.
Dabei wurde die fla¨chenorientierte kinematische Annahme einer Schalentheorie aus der
dreidimensionalen Kontinuumsmechanik hergeleitet.
2.1 Grundlagen der Kontinuumsmechanik
Im folgenden werden die wesentlichen Grundlagen der Kontinuumsmechanik im Hinblick
auf die Formulierung der drei Grundgleichungen der Strukturmechanik, na¨mlich der Ki-
nematik, der Gleichgewichtsbedingung und der konstitutiven Beziehung kurz behandelt.
Gleichzeitig sind diese auch fu¨r die Beschreibung der in der Arbeit angewendeten Schalen-
theorie von Bedeutung, die nachher in die Finite Formulierung umgesetzt wird. Ausfu¨hrli-
che Darstellungen hierzu lassen sich u.a. in den Lehrbu¨chern von Truesdell & Noll (1965),
Green & Zerna (1968), Marsden & Hughes (1983) sowie Basar & Weichert (2000) finden.
2.1.1 Kinematik
Konfiguration und Deformation Unter Konfiguration eines Ko¨rpers B versteht man
eine eindeutige Abbildung materieller Teilchen X des Ko¨rpers zur Zeit t im Punkte P des
5
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EUKLIDischen Raumes E 3 :
P = P (X , t) . (2.1)
Diese Abbildung stellt die Lage jedes materiellen Teilchens eines Ko¨rpers B im Raum zur
Zeit t dar. Jeder Punkt P im Raum E 3 kann durch einen Ortsvektor x =xiii beschrieben
werden, wobei xi, ii jeweils Komponenten und Einheitsbasisvektoren im rechtwinkligen
kartesischen Basissystem bezeichnen. Jedes Teilchen χ la¨ßt sich durch allgemeine krumm-
linige Teilchenkoordinaten θj darstellen. Somit wird die Konfiguration des Ko¨rpers B in
der aktuellen Zeit t durch genau einen Ortsvektor x dargestellt:
x = x (X , t) = x
(
θi, t
)
. (2.2)
Diese Konfiguration wird als Momentankonfiguration bezeichnet, wa¨hrend die Konfigura-
tion zur festen Referenzzeit t = t0 die Referenzkonfiguration beschreibt. Zu jedem Punkt
P der Referenzkonfiguration kann als Abbildung der Teilchen genau ein Ortsvektor X
zugeordnet werden:
X = X (X , t0) = X
(
θi, t0
)
. (2.3)
Erfolgt die Elimination der Teilchenkoordinaten θi bei den beiden Konfigurationen (2.2,
2.3) desselben Ko¨rpers durch die Abbildungsvorschriften ϕ zwischen beiden Konfigura-
tionen wie folgt
x = ϕ (X, t0, t) bzw. X = ϕ
−1 (x, t0, t) , (2.4)
wird die Abbildungsvorschrift ϕ als Deformation bezeichnet.
EULERsche & LAGRANGEsche Darstellung Die verschiedenen tensoriellen Ei-
genschaften Ψ der materiellen Punkte werden in der Kontinuumsmechanik grundsa¨tzlich
durch zwei unterschiedliche Wege beschrieben.
Die LAGRANGEsche Betrachtung stellt die tensoriellen Eigenschaften eines Punktes mit
dem Ortsvektor X zur Zeit t durch die unverformte Referenzkonfiguration zum Zeitpunkt
t0 dar:
Ψ = Ψ (X, t0, t) , (2.5)
wa¨hrend bei der EULERschen Darstellung jedem Punkt mit dem Ortsvektor x die Eigen-
schaften Ψ ohne Betrachtung der Referenzkonfiguration zugeordnet werden:
Ψ = Ψ (x, t) . (2.6)
Die LAGRANGEsche und die EULERsche Darstellung werden auch jeweils materielle
und Feldbeschreibung genannt.
Koordinatensysteme, Basisvektoren und Metriktensoren Die Lage des Teilchens
eines Ko¨rpers B im Raum E 3 la¨ßt sich durch die konvektiven krummlinigen Koordinaten
θi beschreiben. In jedem Punkt des Ko¨rpers, der einem Ortsvektor
X = X iii = X
i
(
θi
)
ii bzw. x = x
iii = x
i
(
θi
)
ii (2.7)
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zugeordnet wurde, ko¨nnen die kovarianten Basisvektoren als tangentiale Vektoren im kon-
vektiven Koordinatensystem der Referenz- und Momentankonfiguration mittels
Gi =
∂X
∂θi
bzw. gi =
∂x
∂θi
(2.8)
bestimmt werden, wa¨hrend die kontravarianten Basisvektoren mit
Gi =
∂θi
∂X
bzw. gi =
∂θi
∂x
(2.9)
dargestellt werden. Die ko- und kontravariante Basisvektoren sind dual zueinander und
somit gelten die Beziehungen
Gi ·Gj = δij bzw. gi · gj = δij. (2.10)
Die Metriktensoren fu¨r die Referenz- und die Momentankonfiguration werden durch
G = (Gi ·Gj)Gi ⊗Gj = GijGi ⊗Gj, (2.11)
g = (gi · gj)gi ⊗ gj = gijgi ⊗ gj (2.12)
definiert und ihre Determinante lauten wie folgt:
detG = det[Gij] = G bzw. detg = det[gij] = g . (2.13)
Schließlich berechnen sich die differentiellen Volumenelemente der Referenz- und Momen-
tankonfiguration zu
dV = (dX1 × dX2) · dX3
= (G1 ×G2) ·G3dθ1dθ2dθ3 (2.14)
=
√
Gdθ1dθ2dθ3,
dv = (dx1 × dx2) · dx3
= (g1 × g2) · g3dθ1dθ2dθ3 (2.15)
=
√
gdθ1dθ2dθ3 .
Materieller Deformationsgradient Ein materielles infinitesimales Linienelement dx
der Momentankonfiguration la¨ßt sich fu¨r den Gradienten bezu¨glich der materiellen Koor-
dinaten X wie folgt darstellen:
dx =
∂x
∂X
dX = Gradx dX. (2.16)
Somit wird der materielle Deformationsgradient
F := Grad x (2.17)
als lineare Abbildung des Differentials dx auf das Differential dX definiert. In einem
kartesischen Koordinatensystem wird der materielle Deformationsgradient als ein Tensor
2. Stufe zu
x = xi(Xj)ii, (2.18)
F = Gradx =
∂x
∂X
=
∂x
∂Xj
⊗ ∂X
j
∂X
=
∂xi
∂Xj
ii ⊗ ij (2.19)
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berechnet, wa¨hrend in einem ko¨rperfesten konvektiven Koordinatensystem
x = x(θi), (2.20)
F = Gradx =
∂x
∂X
=
∂x
∂θi
⊗ ∂θ
i
∂X
= gi ⊗Gi (2.21)
geschrieben wird. Damit lassen sich die kovarianten Basisvektoren der Referenzkonfigura-
tion in die der Momentankonfiguration abbilden:
gi = FGi. (2.22)
Die inverse und transformierte Darstellung des materiellen Deformationsgradienten lautet:
F = g ⊗Gi, F−1 = Gi ⊗ gi,
FT = Gi ⊗ gi, F−T = gi ⊗Gi. (2.23)
Mit Hilfe der Determinante J des materiellen Deformationsgradienten F der, sog. JAKO-
BIsche Funktionaldeterminante
J = detF = det
∣∣∣∣∣ ∂x
i
∂Xj
∣∣∣∣∣ =
√
g√
G
, (2.24)
die das Verha¨ltnis der Determinaten der Momentan- und der Referenzkonfiguration dar-
stellt, kann das Volumenelement dV der Referenzkonfiguration in die Momentankonfigu-
ration nach dem Satz von EULER transformiert werden:
dv = J dV, (2.25)
wa¨hrend das Fla¨chenelement da sich wie folgt darstellen la¨ßt:
da = JF−TdA. (2.26)
Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten Jede Deformation eines
Ko¨rpers setzt sich aus Starrko¨rpertranslation, -rotation und der Deformation im eigent-
lichen Sinne zusammen, welche der materielle Deformationsgradient F entha¨lt. Der De-
formationsgradient F, der nicht singula¨r ist, la¨ßt sich wie jeder nichtsingula¨re Tensor 2.
Stufe eindeutig in die Form
F = RU = vR (2.27)
zerlegen, wobei U bzw. v positiv definite, symmetrische Tensoren sind und R einen or-
thogonalen Tensor darstellt (Abbildung 2.1).
Die obigen Tensoren 2. Stufe U, v und R, die jeweils als materieller Rechts-Streck-Tensor,
ra¨umlicher Links-Streck-Tensor und Rotationstensor bezeichnet werden, sind wie folgt zu
bestimmen:
U =
√
FTF =
√
UTRTRU =
√
UU, (2.28)
v =
√
FFT =
√
vRRTvT =
√
vv, (2.29)
R = FU−1 = v−1F. (2.30)
Wie bereits erwa¨hnt, kann der Deformationsgradient F wegen der enthaltenen
Starrko¨rperrotation ein sinnvolles Maß der Verzerrung eines Ko¨rpers nicht darstellen.
Durch die Eliminierung des Rotationstensors la¨ßt sich der rechte
C = U2 = FTF = (Gi ⊗ gi)(gj ⊗Gj) = gijGi ⊗Gj (2.31)
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bzw. der linke CAUCHY-GREEN-Tensor
b = v2 = FFT = (gi ⊗Gi)(Gj ⊗ gj) = Gijgi ⊗ gj (2.32)
ermitteln. Die beide Tensoren stellen anschaulich die Beziehung der Quadrate der Lini-
enelemente der Referenz- und Momentanenkonfiguration wie folgt dar:
dx · dx = FdX · FdX
= dX · FTFdX
= dX ·CdX,
(2.33)
bzw.
dX · dX = F−1dx · F−1dx
= dx · FTF−1dx
= dx · b−1dx.
(2.34)
Verzerrungstensoren Das absolute Verzerrungsmaß δ eines Ko¨rpers wird durch die
Differenz der Quadrate eines differentiellen Linienelements in der Momentankonfiguration
dx und in der Referenzkonfiguration dX definiert. Das Verzerrungsmaß δ la¨ßt sich unter
Verwendung des rechten CAUCHY-GREEN-Tensors (2.31) und des Metriktensors (2.11)
darstellen:
δ = dx · dx− dX · dX = FdX · FdX− dX · dX
= dX · FTFdX− dX ·GdX
= dX · (C−G)dX
= dX · 2EdX.
(2.35)
Somit wird der GREENsche Verzerrungstensor E zu
E :=
1
2
(C−G) (2.36)
definiert und in der Basis der Referenzkonfiguration wie folgt bestimmt:
E =
1
2
(C−G) = EijGi ⊗Gj = 1
2
(gij −Gij)Gi ⊗Gj. (2.37)
 


G46
 
 
 
 
Abbildung 2.1: Multiplikative Zerlegung des Deformationsgradienten
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Wird das Verzerrungsmaß in der Momentankonfiguration betrachtet, kann der ALMAN-
SIsche Verzerrungstensor unter Verwendung des linken CAUCHY-GREEN-Tensors (2.32)
definiert werden:
dx · dx− dX · dX = dx · dx− F−1dx · F−1dx
= dx · gdx− dx · FTF−1dx
= dx · (g − b−1)dx
= dx · 2edx.
(2.38)
Aus der gleichen Betrachtung wie beim GREENschen Verzerrungstensor la¨ßt sich der
ALMANSIsche Verzerrungstensor e zu
e =
1
2
(g − b−1) = eijgi ⊗ gj = 1
2
(gij −Gij)gi ⊗ gj (2.39)
berechnen.
2.1.2 Bilanzgleichung der Mechanik
Bilanzgleichungen der Masse, des Impulses und des Drehimpluses bilden fundamentale
Grundlagen der Kontinuumsmechanik und sind materialunabha¨ngig. Die Gleichungen bi-
lanzieren die zeitliche A¨nderung einer extensiven physikalischen Gro¨ße mit der Zufuhr
durch die Oberfla¨che, der Zufuhr im Inneren des betrachteten Volumens und der Produk-
tion im Inneren dieses Volumens.
Massenerhaltungssatz Die Masse m des materiellen Ko¨rpers B vera¨ndert sich
wa¨hrend des Deformationsprozesses nicht. Dies bedeutet, daß die Masse m in der Re-
ferenzkonfiguration B0 fu¨r jede Konfiguration Bt konstant bleibt:
m =
∫
Bt
dm =
∫
Bt
ρdv =
∫
B0
ρ0dV = konst. fu¨r alle Zeiten t, (2.40)
wobei ρ die Dichte des Ko¨rpers bezeichnet. Unter Verwendung der Beziehung (2.24) la¨ßt
sich die 1. und 2. lokale Form der Massenerhaltung zu
ρ0
ρ
= det F = J, (2.41)
ρ˙ + ρ divx˙ = 0 (2.42)
darstellen. Die zweite Gleichung (2.42) wird auch Kontinuita¨tsbedingung genannt.
Impulserhaltungssatz Der Impulssatz besagt, daß die A¨nderung des Impulses eines
Ko¨rpers gleich der Summe der an diesem Ko¨rper angreifenden resultierenden Kraft ist,
wobei der Impuls durch die Definition
I :=
∫
Bt
ρx˙dv mit x˙ =
Dx
Dt
= v (2.43)
gegeben ist. Dieser Impulssatz la¨ßt sich in der Form
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I˙ = F¯b¯ + F¯t¯ =
DI
Dt
=
D
Dt
∫
Bt
ρx˙dv =
∫
Bt
ρb¯dv +
∫
∂Bt
t¯da
(2.44)
schreiben. Dabei bezeichnet F¯b¯ die resultierende Volumenkraft, die sich aus der massen-
bezogenen Beschleunigung b¯ ergibt, wa¨hrend die Oberfla¨chenkraft F¯t¯ durch die auf der
gesamten Oberfla¨che ∂B wirkenden Spannungen t¯ entsteht.
Die Darstellung wird unter Verwendung der Beziehungen (2.41) und (2.42) in die Form des
dynamischen Kra¨ftegleichgewichts umgeschrieben, dessen lokaler Ausdruck unter Beru¨ck-
sichtigung des CAUCHY-Theorems
t¯(x, t,n) = T(x, t)n (2.45)
und des GAUSSschen Integralsatzes∫
∂Bt
Tnda =
∫
Bt
divTdv (2.46)
in ra¨umlicher Darstellung wie folgt
divT+ ρ(b¯− x¨) = 0 mit T = T ijgi ⊗ gj, (2.47)
beschrieben wird. Der Ausdruck wird auch als 1. CAUCHYsche Bewegungsgleichung be-
zeichnet. Diese Gleichung la¨ßt sich in materieller Darstellung
divP+ ρ0(b¯0 − x¨) = 0 mit P := detFTF−T = P ijgi ⊗Gj (2.48)
umschreiben. Hierin bezeichnet P den 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor, mit
dem der 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor wie folgt definiert wird:
S := F−TP = SijGi ⊗Gj. (2.49)
Drehimpulserhaltungssatz Der Drehimpuls L eines materiellen Ko¨rpers B, der sich
mit der Geschwindigkeit x˙ bewegt, wird bezu¨glich eines raumfesten Punktes x0 durch
L :=
∫
Bt
(x− x0)× ρx˙dv (2.50)
definiert. Der Drehimpulssatz besagt, daß die zeitliche A¨nderung des Impulses gleich der
Summe der Momente aller auf den Ko¨rper einwirkenden Kra¨fte ist. Der Satz la¨ßt sich mit
x− x0 = r zu
I˙ = M¯b¯ + M¯t¯ =
DL
Dt
=
D
Dt
∫
Bt
ρr× x˙dv =
∫
Bt
r× ρb¯dv +
∫
∂Bt
r× t¯da
(2.51)
schreiben. Dabei bezeichnet M¯b¯ das resultierende Moment infolge der Volumenkraft b¯ in
Bt, wa¨hrend das Moment F¯t¯ aus der Kraft t¯ auf ∂Bt resultiert.
Durch Umformung dieser Darstellung unter Verwendung des CAUCHY-Theorems (2.45),
des GAUSSschen Integralsatzes (2.46) und der lokalen Formen des Massenerhaltungssatzes
(2.41, 2.42) erha¨lt man die Symmetrie des CAUCHYschen Spannungstensors:
T = TT . (2.52)
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Es la¨ßt sich weiter zeigen, daß der 1. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor nicht sym-
metrisch ist und der 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor symmetrisch ist:
P = PT bzw. S = ST . (2.53)
Der Bilanzsatz der kinetischen Energie Der Bilanzsatz der kinetischen Energie ei-
nes mechanischen Systems ist eine zum Impulserhaltungssatz a¨quivalente globale Gleich-
gewichtsbedingung. Der lokale Ausdruck (2.47) des Impulserhaltungssatzes wird mit dem
Geschwindigkeitsvektor x˙ multipliziert, und durch Umformung des Ausdrucks erha¨lt man
die Aussage in der ra¨umlichen Darstellung mit der Definition des ra¨umlichen Geschwin-
digkeitsgradienten l und des ra¨umlichen Deformationsgeschwindigkeitstensors d
l := gradx˙, d :=
1
2
(l+ lT ) (2.54)
zu
D
Dt
∫
Bt
1
2
ρx˙x˙dv =
∫
Bt
ρb¯ · x˙dv +
∫
∂Bt
x˙ ·Tnda−
∫
Bt
T • ddv (2.55)
bzw. unter Verwendung der zeitlichen Ableitung des GREENschen Verzerrungstensors E˙
in materieller Darstellung
D
Dt
∫
B0
1
2
ρ0x˙x˙dV =
∫
B0
ρ0b¯ · x˙dV +
∫
∂B0
x˙ ·PNdA−
∫
B0
S · E˙dV. (2.56)
Der Bilanzsatz besagt, daß die zeitliche A¨nderung der kinetischen Energie eines mecha-
nischen Systems der Leistung der eingepra¨gten Oberfla¨chen- und Volumenkra¨fte, die um
die innere Spannungsleistung vermindert wird, entspricht.
2.1.3 Gleichgewichtsbedingung
Ein allgemeines mechanisches Problem setzt sich neben den geometrischen und statischen
Randbedingungen aus einer Gleichgewichtsaussage, der Kinematik und dem Stoffgesetz
zusammen. Besonders la¨ßt sich ein solches Problem in der Strukturmechanik durch Na¨he-
rungsverfahren, speziell durch die Finite Elemente Methode, die auf dem Variationsprinzip
basiert, effektiv lo¨sen. Das dem Variationsprinzip zugrundeliegende Prinzip der virtuellen
Verschiebungen erfu¨llt die Gleichgewichtsbedingung implizit. Dies wird auch die schwache
Form der Differentialgleichung genannt, die die Grundvoraussetzung zur Anwendung von
Na¨herungsverfahren bildet.
Prinzip der virtuellen Verschiebungen Die lokale Gleichgewichtsbedingung aus
dem Impulserhaltungssatz (2.48), die in jedem lokalen Punkt des Ko¨rpers erfu¨llt wird,
lautet in materieller Darstellung
divP+ ρ0(b¯0 − x¨) = 0 auf B0, (2.57)
dabei werden die statischen Randbedingungen auf dem Rand ∂σB0
PN = t¯0 auf ∂σB0 (2.58)
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und die geometrische Randbedingung auf dem Rand ∂xB0
x = x¯ auf ∂xB0 (2.59)
definiert. Der gesamte Rand ∂B0 muß die Bedingungen
B = ∂σB0 + ∂xB0 und ∂σB0 ∩ ∂xB0 = 0 (2.60)
erfu¨llen. Der lokale Impulserhaltungssatz stellt somit mit den Randbedingungen eine
starke Formulierung der Gleichgewichtsbedingung dar.
Man betrachtet eine beliebige infinitesimale gedachte Verschiebung δx des materiellen
Ko¨rpers B, die die geometrische Randbedingung erfu¨llt. Die Feld- und Randbedingung
(2.57) und (2.58) aus der obigen starken Formulierung wird mit der Verschiebung δx
multipliziert. Durch anschließende Integration u¨ber das Volumen B0 erreicht man die
Formulierung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen:
−
∫
B0
ρ0x¨δxdv +
∫
B0
(divP+ ρ0b¯0) · δxdv +
∫
∂σ
(t¯0 −PN) · δxda = 0. (2.61)
Unter der Annahme des statischen Gleichgewichts (x˙ = x¨ = 0) stellt die Integralgleichung∫
B0
(divP+ ρ0b¯0) · δxdv +
∫
∂σ
(t¯0 −PN) · δxda = 0 (2.62)
eine a¨quivalente Formulierung der Feld- und der statischen Bedingung (2.57), (2.58) dar,
da die beiden Ausdru¨cke als lokales Gleichgewicht und als statische Randbedingungen
gelten, wenn lediglich die obige Integralgleichung (2.62) u¨ber dem Lo¨sungsgebiet erfu¨llt
wird. Somit wird die zu lo¨sende Differentialgleichung mit der Gleichgewichtsbedingung
und den statischen Randbedingungen nicht streng (stark), sondern schwach formuliert,
so daß lokale Fehler zugelassen werden, solange die Differentialgleichung im Integral-
mittel erfu¨llt wird. Dabei werden die geometrischen Randbedingungen jedoch stark erfu¨llt.
Die Gleichung (2.62) la¨ßt sich durch Anwendung des GAUSSschen Integralsatzes wie folgt
darstellen:
δW (x, δx) =
∫
B0
P • δFdv +
∫
B0
ρ0b¯0δxdv −
∫
∂σB0
t¯0δxda = 0 (2.63)
∀δx mit δx = 0 auf ∂xB0.
Eine a¨quivalente gebra¨uchliche Form in Abha¨ngigkeit des 2. PIOLA-KIRCHHOFFschen
Spannungstensors und des GREENschen Verzerrungstensors lautet:
δW (x, δx) =
∫
B0
S • δEdv +
∫
B0
ρ0b¯0δxdv −
∫
∂σB0
t¯0δxda = 0 (2.64)
∀δx mit δx = 0 auf ∂xB0.
Linearisierung des Variationsprinzip Das in (2.64) aufgestellte nichtlineare
Variationsfunktional G(x, δx) im Verschiebungsfeld x ist meist nur durch iterative
Lo¨sungsverfahren inkrementell zu lo¨sen.
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Hierbei beno¨tigt man die linearisierte Form des Prinzips der virtuellen Verschiebungen
an einer bekannten Stelle x¯, die der nach dem ersten Glied abgebrochenen TAYLOR-
Reihenentwicklung entspricht:
LδW (x¯, δx; ∆x) = δW (x¯, δx) + DδW (x¯, δx) ·∆x. (2.65)
Unter Annahme von konservativen Lasten wird lediglich die virtuelle innere Arbeit linea-
risiert:
DδW (x¯, δx) ·∆x =
∫
B0
(δE •∆S+ ∆δE • S)dv. (2.66)
Somit lautet die linearisierte Form des Prinzips der virtuellen Verschiebungen:
LδW (x¯, δx; ∆x) =
∫
B0
S • δEdv +
∫
B0
ρ0b¯0δxdv −
∫
∂σB0
t¯0δxda +∫
B0
(δE •∆S)dv +
∫
B0
(∆δE • S)dv. (2.67)
Im Rahmen der FE-Formulierung wird aus den ersten drei Integralen der Vektor der
Ungleichgewichtskra¨fte P − Fi berechnet. Das vierte und das fu¨nfte Integral wird die
Anfangsverformungs- und die Anfangsspannungsmatrix genannt, aus denen sich die tan-
gentiale Steifigkeitsmatrix KT zusammensetzt.
2.2 Grundlagen der Schalentheorie
In diesem Abschnitt soll die Schalentheorie zur isoparametrischen Formulierung des in
der vorliegenden Arbeit angewandten Finiten Elementes zusammengefaßt werden. Die
Herleitung erfolgt aus den in vorherigen Abschnitten beschriebenen Grundgleichungen
der allgemeinen dreidimensionalen Kontinuumsmechanik. Diese werden in eine mittel-
fla¨chenorientierte Schalentheorie endlicher Rotationen mit konstanten Schubverzerrungen
u¨berfu¨hrt.
2.2.1 Geometrie und Kinematik
Gema¨ß der Annahme der konstanten transversalen Schubspannung nach REISSNER wird
der Ortsvektor eines Punktes des Schalenraumes fu¨r die Referenzkonfiguration zu
X(θα, θ) = X0(θα) + θA3(θ
α), A3 =
1
2
H(θα)D(θα) mit D ·D = 1 (2.68)
angenommen, wa¨hrend fu¨r den Ortsvektor der Momentankonfiguration der kinematische
Ansatz
x(θα, θ) = x0(θα) + θa3(θ
α), a3 =
1
2
h(θα)d(θα) mit d · d = 1 (2.69)
gewa¨hlt wird. Die Basisvektoren der beiden Konfigurationen lauten fu¨r den Schalenraum
Gα = X
0
,α + θA3,α, G3 = A3,
gα = x
0
,α + θa3,α, g3 = a3
(2.70)
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und fu¨r die Schalenmittelfla¨che
Aα = Gα|θ=0 = X0,α, A3 = G3,
aα = gα|θ=0 = x0,α, a3 = g3.
(2.71)
Um die Kinematik des Schalenraumes durch die der Schalenmittelfla¨che zu beschreiben,
wird der Shifter Z definiert:
Z = Gi ⊗Ai, z = gi ⊗ ai. (2.72)
Somit la¨ßt sich der Basisvektor des Schalenraumes durch den der Schalenmittelfla¨che
darstellen. Durch Definition der Tensoren A und K wird der Shifter in vereinfachter
Form dargestellt:
Z =
∂X
∂X0
=
∂X
∂θi
⊗ ∂θ
i
∂X0
= Gi ⊗Ai (2.73)
=
∂(X0 + θA3)
∂X0
(2.74)
= A − θK (2.75)
mit
A = Ai ⊗Ai = AijAi ⊗Aj, (2.76)
K = −A3,α ⊗Aα = −(Ai ·A3,α)Ai ⊗Aα. (2.77)
Analog zur Referenzkonfiguration kann der Shifter der Momentankonfiguration angegeben
werden:
z = a − θk (2.78)
mit
a = ai ⊗ ai = aijai ⊗ aj, (2.79)
k = −∂a3
∂x0
= −a3,α ⊗ aα = −(ai · a3,α)ai ⊗ aα. (2.80)
Im Anhang (A.2)-(A.2) stehen desweiteren die Formeln zur Berechnung differentiel-
ler Fla¨chen- und Volumenelemente des Schalenraumes und der Schalenmittelfla¨che zur
Verfu¨gung.
2.2.2 GREENscher Verzerrungstensor
Der GRENNsche Verzerrungstensor (2.36) des dreidimensionalen Kontinuums la¨ßt sich
durch Verwendung des Shifters der Referenzkonfiguration (2.75) auf der Basis der Scha-
lenmittelfla¨che mit dem Kopfzeiger ¯(· · ·) darstellen:
E =
1
2
Z−T E¯Z−1 (2.81)
=
1
2
Z−T (C¯− G¯)Z−1, (2.82)
wobei C¯ der rechte CAUCHY-GREEN-Tensor und G¯ der Metriktensor der Schalenmit-
telfla¨che ist. Der GREENsche Verzerrungstensor der Schalenmittelfla¨che kann in einen
16 KAPITEL 2: THEORETISCHE GRUNDLAGEN
konstanten, linearen und quadratischen Anteil bezu¨glich der Koordinaten in der Dicken-
richtung θ aufgeteilt werden.
E¯ = E¯K + θE¯L + (θ)
2E¯Q (2.83)
= αijA
i ⊗Aj + θ(βI(αβ)Aα ⊗Aβ + βI(α3)Aα ⊗A3 + βI(3α)A3 ⊗Aα) +
(θ)2βII(αβ)A
α ⊗Aβ (2.84)
Die Komponenten fu¨r die obige Gleichung sind in A.3 - A.6 zu finden. Dabei wurden weite-
re Annahmen zur Vereinfachung der Schalenformulierung beru¨cksichtigt. Die Annahmen
ergeben sich aus einem konstanten Dickenverlauf und einem inextensiblen Direktor:
H(θα), α = 0, λ(θα) =
h
H
= 1, λ,α = 0. (2.85)
2.2.3 Beschreibung finiter Rotationen des Direktors
Wie man leicht aus dem Verzerrungstensor in (A.3)-(A.6) erkennen kann, wird die
Deformation einer Schale durch den Ortsvektor x0 der Schalenmittelfla¨che und den
Direktor d beschrieben. Die Annahme inextensibler Verzerrungen fu¨hrt zum Fehlen
der Drillsteifigkeit um den Direktor der Schale, wodurch die Rotation eindeutig durch
zwei Parameter beschrieben werden kann. Dabei entsteht die Schwierigkeit bei der
Formulierung des Direktors in der Verschneidungslinie einer zusammengesetzten Schale,
da der rotierende Direktor u¨ber die Verschneidungslinie hinweg einen Sprung aufweist.
Bei der hier angewandten Formulierung des Updating-Direktors finiter Rotation wird
der Rotationsvektor nach RODRIGUES verwendet. Bei der Vorgehensweise von Si-
mo & Fox (1989) lassen sich die Komponenten des Rotationsvektors im globalen
Koordinatensystem darstellen, was sich fu¨r die Formulierung der kompatiblen Kopp-
lung der drei Rotationsfreiwerte bei der zusammengesetzten Schale als vorteilhaft
erweist. Durch eine Unterscheidung zwischen Knoten einer Verschneidungslinie und Kno-
ten eines glatten Schalenbereichs wird der Direktor sechs- bzw. fu¨nfparametrig formuliert.
Durch eine multiplikative Zerlegung kann der Direktor der Referenz- und Momentankon-
figuration als Rotation eines beliebigen festen Einheitsvektors (E) beschrieben werden:
D = R0E d = RE. (2.86)
Hierbei erfolgt die Rotation durch R0 und R nicht um E. Der inkrementelle Rotations-
vektor ω, der aufgrund der Definition senkrecht zum Direktor d steht und seine La¨nge
den Rotationswinkel ω aufweist,
ω = ωe, ω = |ω| (2.87)
wird durch die exponentielle Abbildung u¨berfu¨hrt, so daß die infinitesimale Rotationen ∆d
einer linearisierten Berechnung nicht berechnet werden mu¨ssen. Die aktuelle Konfiguration
des Direktors berechnet sich aus der vorhergehenden Konfiguration zu:
dk+1 = exp
[
ωˆk+1
]
dk = cosωk+1dk +
sinωk+1
ωk+1
(
ωk+1 × dk
)
︸ ︷︷ ︸
δdk+1
. (2.88)
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Die Abbildung 2.2 veranschaulicht diesen Update des Direktors. Wa¨hrend der Rotations-
vektor ω fu¨r die sechsparametrige Formulierung verwendet wird, wird bei der fu¨nfpara-
metrigen Formulierung der materielle, inkrementelle, zwei komponentige Rotationsvektor
Θ = Θ1i1 + Θ
2i2 (2.89)
herangezogen, der mit dem der in der X1-X2-Ebene liegenden Einheitsvektor definiert
wird:
δT := Θ× E = δT 1i1 + δT 2i2, (2.90)
wobei die Variation des Direktors zu
δd = ω × d = R(Θ× E) = RδT (2.91)
berechnet wird. Dabei wird der Rotationstensor
R = I +
sinϑ
ϑ
ϑˆ+
1− cosϑ
ϑ2
ϑ⊗ ϑ mit ϑ = dk ×∆d (2.92)
inkrementell upgedated. Die linearisierte Form der Variation des Direktors lautet:
∆δd = −(∆ω · δω)d = −(∆Θ · δΘ)d = −(∆T · δT)d. (2.93)
2.2.4 Konstitutive Beziehung
Die Formulierung der konstitutiven Beziehung basiert auf dem linear elastischen Materi-
algesetz, indem ein Materialtensor vierter Stufe C den GREENschen Verzerrungstensor
mit dem 2. PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor verknu¨pft:
S = CE. (2.94)
Fu¨r das nichtlineare Materialgesetz muß die Beziehung in inkrementeller Form angewen-
det werden. Im folgenden wird jedoch dieses linear elastische Materialgesetz im Hinblick
auf die spa¨tere inkrementelle Formulierung weiter betrachtet.
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Abbildung 2.2: Exponentiale Abbildung des Direktors
18 KAPITEL 2: THEORETISCHE GRUNDLAGEN
Die virtuelle innere Arbeit des Schalenraumes wird unter Beru¨cksichtigung der Aufteilung
des GREENschen Verzerrungstensors (2.83) auf die Schalenmittelfla¨che transformiert:
−δWi =
∫
B0
CE • δEdV (2.95)
=
∫
A0
∫ +1
−1
detZC¯E¯ • δE¯dθ
√
Adθ1dθ2 (2.96)
=
∫
A0
NE • δE¯K +MIE • δE¯L +MIIE • δE¯Q
√
Adθ1dθ2. (2.97)
Dabei sind die Krafttensoren zu
NE := N
ij
E Ai ⊗Aj =
∫ +1
−1
detZS¯dθ =
∫ +1
−1
detZSijdθAi ⊗Aj,
MIE := M
Iij
E Ai ⊗Aj =
∫ +1
−1
detZθS¯dθ =
∫ +1
−1
detZθSijdθAi ⊗Aj,
MIIE := M
IIij
E Ai ⊗Aj =
∫ +1
−1
detZ(θ)2S¯dθ =
∫ +1
−1
detZ(θ)2SijdθAi ⊗Aj
(2.98)
definiert. Unter Vernachla¨ssigung quadratischer Verzerrungsanteile E¯Q und unter Beru¨ck-
sichtigung des Materialgesetzes lassen sich die Tensoren umformulieren:
NE = D¯
0E¯K + D¯
1E¯L + D¯
2E¯Q,
MIE = D¯
1E¯K + D¯
2E¯L + D¯
3E¯Q,
NIIE = D¯
2E¯K + D¯
3E¯L + D¯
4E¯Q
(2.99)
mit
D¯m =
m
D
ijkl
Ai ⊗Aj ⊗Ak ⊗Al =
∫ +1
−1
detZ(θ)mC¯dθ, m = 1, 2
C¯ = CijklAi ⊗Aj ⊗Ak ⊗Al.
(2.100)
Bei Vernachla¨ssigung der Dickenverzerrung (α(33) = 0) und in Anlehnung an Montag
(1997) la¨ßt sich die virtuelle innere Arbeit wie folgt in Komponentenschreibweise aus-
dru¨cken:
−δWi =
∫
B0
S • δEdV (2.101)
=
∫
A0
(N (αβ)δα(αβ) + Q
αδα(α3) + M
(αβ)δβI(αβ))
√
Adθ1dθ2. (2.102)
Die Komponenten werden durch
N (αβ) =
0
D
αβρλ
α(ρλ)+
1
D
αβρλ
β(ρλ)+
0
D
αβρ3
α(ρ3),
M (αβ) =
1
D
αβρλ
α(ρλ)+
2
D
αβρλ
β(ρλ)+
1
D
αβρ3
α(ρ3),
Qα =
0
D
αßρλ
α(ρλ)+
1
D
αßρλ
β(ρλ)+
0
D
αßρ3
α(ρ3)
mit
m
D
αβρλ
=
+1∫
−1
detZCαβρλ(θ)mdθ, m = 1, 2
(2.103)
berechnet. Die bisherige Betrachtung des linear elastischen Materialgesetzes gilt ebenfalls
bei der inkrementellen Formulierung, sofern der Werkstofftensor C den Tangentenmodul
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darstellt. Daher wurde bei der Linearisierung der virtuellen inneren Arbeit der tangen-
tiale Werkstofftensor eingefu¨hrt, der die inkrementelle Spannung mit der inkrementellen
Verzerrung verknu¨pft:
∆S = CT∆E. (2.104)
Die linearisierte Form der virtuellen inneren Arbeit lautet somit
−DδWi =
∫
B0
∆S • δEdV +
∫
B0
S •∆δEdV (2.105)
=
∫
A0
(∆N (αβ)δα(αβ) + ∆Q
αδα(α3) + ∆M
(αβ)δβI(αβ))
√
Adθ1dθ2 +∫
A0
(N (αβ)∆δα(αβ) + Q
α∆δα(α3) + M
(αβ)∆δβI(αβ))
√
Adθ1dθ2. (2.106)
Dabei lassen sich die Komponenten der linearisierten Krafttensoren im folgenden darstel-
len:
∆N (αβ) =
0
DT
αβρλ
∆α(ρλ)+
1
D
αβρλ
T ∆β(ρλ)+
0
D
αβρ3
T ∆α(ρ3),
∆Mαβ =
1
D
αβρλ
T ∆α(ρλ)+
2
D
αβρλ
T ∆β(ρλ)+
1
D
αβρ3
T ∆α(ρ3),
∆Q(α) =
0
D
αßρλ
T ∆α(ρλ)+
1
D
αßρλ
T ∆β(ρλ)+
0
D
αßρ3
T ∆α(ρ3)
(2.107)
mit
m
D
αβρλ
T =
+1∫
−1
detZCαβρλT (θ)
mdθ, m = 1, 2. (2.108)
Bei der Anwendung des nichtlinearen Materialgesetzes muß die obige Darstellung verbes-
sert werden, da der 2.PIOLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor im zweiten Integralterm
nicht mit dem hier formulierten linear elastischen Materialgesetz berechnet werden kann.
Daher muß die inkrementell berechnete Spannung in Abha¨ngigkeit der Lastgeschichte
summiert werden:
S =
NLast∑
N=1
SN . (2.109)
Damit lauten die virtuelle innere Arbeit und die linearisierte Form:
−δWi =
∫
B0
∑
N
SN • δEdV (2.110)
=
∫
A0
(
∑
N
N (αβ),Nδα(αβ) +
∑
N
Qα,Nδα(α3) +
∑
N
M (αβ),NδβI(αβ))
√
Adθ1dθ2 (2.111)
und
−DδWi =
∫
B0
∆S • δEdV +
∫
B0
∑
N
SN •∆δEdV (2.112)
=
∫
A0
(∆N (αβ)δα(αβ) + ∆Q
αδα(α3) + ∆M
(αβ)δβI(αβ))
√
Adθ1dθ2 +∫
A0
(∑
N
N (αβ),N∆δα(αβ) +
∑
N
Qα,N∆δα(α3) +
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∑
N
M (αβ),N∆δβI(αβ)
)√
Adθ1dθ2. (2.113)
2.2.5 Beru¨cksichtigung der Temperatureinwirkungen
Unter der Annahmen eines linearen Temperaturverlaufs u¨ber die Tragwerksdicke infolge
der stationa¨ren Temperaturausbreitung und des thermisch isotropen Werkstoffgesetzes
ruft das Temperaturfeld ([Basar & Kra¨tzig 1985])
T ∗(θ1, θ2, θ) = T (θ1, θ2) + ∆T (θ1, θ2)
θ
h
(2.114)
den Verzerrungsfeld hervor, dessen Komponenten wie folgt lauten:
γT(αβ) = α
T
(αβ) + θβ
T
(αβ) (2.115)
mit
αT(αβ) = αTTaαβ, β
T
(αβ) = αT
∆T
h
aαβ. (2.116)
Dabei bezeichnen T und ∆T jeweils die gleichma¨ßige Temperatur der Tragwerksmittel-
fla¨che und die Temperaturdifferenz zwischen den Laibungen. Die gesamten Verzerrungen
setzen sich aus den Verzerrungen infolge der Spannungen S und der Temperatur T zu-
sammen:
γ(αβ) = γ
S
(αβ) + γ
T
(αβ). (2.117)
Somit werden die Komponenten der Krafttensoren in Gleichung (2.103) wie folgt erweitert:
N (αβ) =
0
D
αβρλ (
α(ρλ) − αT(ρλ)
)
+
1
D
αβρλ (
β(ρλ) − βT(ρλ)
)
+
0
D
αβρ3
α(ρ3),
M (αβ) =
1
D
αβρλ (
α(ρλ) − αT(ρλ)
)
+
2
D
αβρλ (
β(ρλ) − βT(ρλ)
)
+
1
D
αβρ3
α(ρ3).
(2.118)
Unter der Voraussetzung der stationa¨ren Temperatureinwirkung entha¨lt die inkrementelle
Variable keine Temperaturterme. Daher wird der Einfluß der Temperatur implizit durch
die Gleichung (2.118) im Vektor der inneren Kra¨fte und in der Anfangsspannungsmatrix
beru¨cksichtigt.
2.2.6 Prinzip der virtuellen Arbeit
Die virtuelle a¨ußere Arbeit des dreidimensionalen Kontinuums kann mit Bezug auf die
Referenzkonfiguration aus der Gleichung (2.64) entnommen werden.
δWa =
∫
B0
ρ0b¯0δudv −
∫
∂σB0
t¯0δuda = 0 (2.119)
Abweichend von Menzel (1996) wird in dieser Arbeit der Lastangriff auf der Schalen-
mittelfla¨che vereinfacht angenommen. Die Oberfla¨chen mit vorgeschriebenen statischen
Randbedingungen ko¨nnen in Schalenoberfla¨chen fu¨r Fla¨chenlasten p0 und fu¨r Randlasten
nr, mr unterteilt werden. Die a¨ußere Arbeit lautet unter Vernachla¨ssigung der Volumen-
kra¨fte und der Fla¨chenmomente in Komponentenschreibweise
δWa =
∫
A0
p0 · δx0
√
Adθ1dθ2 +
∫
r
(δx0 · nr + δa3 ·mr)dr (2.120)
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=
∫
A0
pi0δx
0
i
√
Adθ1dθ2 +
∫
r
(nirδx
0
i +
1
2
Hmirδdi)dr. (2.121)
Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen kann mit der virtuellen inneren Arbeit in
(2.111) formuliert werden:
δW (x0, δx0,d, δd) = δWi(x
0, δx0,d, δd)− δWa(δx0,d, δd) = 0. (2.122)
Die Linearisierung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen wird an einer Stelle (x0,d)
durch
LδW (x0, δx0; ∆x0,d, δd; ∆d) = δWi(x
0, δx0,d, δd)− δWa(δx0,d, δd)︸ ︷︷ ︸
Ungleichgewichtskraft
+
DδWi(x
0, δx0,d, δd)︸ ︷︷ ︸
tang. Steifigkeit
·(∆x0,∆d) = 0 (2.123)
beschrieben. In der Gleichung (2.111), (2.113) und (2.121) sind bereits die Formulierung
in Komponentenschreibweise angegeben.
2.3 Finite Elemente Formulierung
Das im Abschnitt 2.2.6 hergeleitete Variationsprinzip wird mit der Methode der Finiten
Elemente approximativ gelo¨st. Eine grundlegende Beschreibung dieser Methode ist u.a.
in Bathe (1996), Zienkiewicz & Taylor (1991) und Hughes (1987) zu finden.
Das angewandte vierknotige Assumed-Strain-Element von Menzel (1996) wurde mit
der im Abschnitt 2.2 dargestellten Schalentheorie endlicher Rotationen mit konstan-
ten Schubverzerrungen nach REISSNER formuliert. Die Beschreibung der Geome-
trie der Referenz- und Momentankonfiguration erfolgt isoparametrisch durch bilineare
LAGRANGE-Polynome. Die getroffenen Annahmen in der Schalentheorie (2.85) werden
weiter beru¨cksichtigt.
2.3.1 Approximation der Geometrie
Ein beliebiger Punkt P des Schalenkontinuums der Referenz- und der Momentankonfigu-
ration wird mit θ ∈ [−1,+1] durch die Gleichungen (2.68,2.69) exakt beschrieben. Der
approximierte Ortsvektor des Schalenraums eines Elementes Xhe , x
h
e la¨ßt sich durch die
LAGRANGE-Polynome NA (ξ1, ξ2) ∈ [−1,+1] × [−1,+1] mit den Annahmen der inex-
tensiblen Verformung in Dickenrichtung wie folgt formulieren:
Xhe =
4∑
A=1
(
NA(ξ1, ξ2) X0A + N
A(ξ1, ξ2) θ
1
2
HDA
)
, (2.124)
xhe =
4∑
A=1
(
NA(ξ1, ξ2) x0A + N
A(ξ1, ξ2) θ
1
2
HdA
)
, (2.125)
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Abbildung 2.3: Fu¨nfparametrige Schalenbeschreibung
wa¨hrend die Geometrie der Schalenmittelfla¨che θ = 0 der Referenz- und der Momentan-
konfiguration zu
X0he =
4∑
A=1
NA(ξ1, ξ2) X0A = N
AX0A, (2.126)
x0he =
4∑
A=1
NA(ξ1, ξ2) x0A = N
Ax0A (2.127)
approximiert wird. Auf der rechten Seite obiger Gleichungen wird zur Vereinfachung der
Notation der Summationsindex A verwendet. Die approximierten Ausdru¨cke des Ortsvek-
tors (2.124)-(2.127) stellen im Elementknoten jedoch exakte Geometrien dar.
Bei der fu¨nfparametrigen Formulierung im Knoten eines glatten Schalenbereichs werden
gema¨ß Abbildung 2.3 der Direktor in der Referenzkonfiguration D und in der Momentan-
konfiguration d in den diskreten Knotenpunkten exakt vorgegeben. Eine approximative
Beschreibung des Direktors im Elementinneren eines Finiten Elementes erfolgt nach
Dhe =
1
|NADA|N
ADA, d
h
e =
1
|NADA|N
AdA, (2.128)
wa¨hrend sich ihre Ableitungen ohne Genauigkeitsverlust vereinfachend zu
Dhe,α = N
A
,αDA, d
h
e,α = N
A
,αdA (2.129)
darstellen lassen.
Im Gegensatz dazu werden die Direktoren bei der sechsparametrigen Formulierung fu¨r die
Knoten auf der Verschneidungslinie der unterschiedlichen Geometrien in den Knotenpunk-
ten nicht mehr exakt vorgegeben. Gema¨ß Abbildung 2.4 werden sie im Elementknoten
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Abbildung 2.4: Sechsparametrige Schalenbeschreibung
durch die Basisvektoren der Schalenmittelfla¨che wie folgt numerisch berechnet:
DhA =
1
Ah1A ×Ah2A
Ah1A ×Ah2A, AhαA = X0he,α =
4∑
A=1
NA,αX
0
A. (2.130)
Die Interpolation des Direktors innerhalb eines Elementes sowie die Formulierung der
ersten Ableitungen erfolgen nach der gleichen Vorschrift wie bei der fu¨nfparametrigen
Darstellung. Der Sprung des Direktors ruft eine ku¨nstliche Drehsteifigkeit hervor.
2.3.2 Linearisierung
Die Ortsvektoren des Schalenraumes (2.3.1) und der Schalenmittelfla¨che sowie der Direk-
tor lassen sich zu
∆xhe = N
A∆x0A + N
Aθ
1
2
h∆dA, (2.131)
∆x0he = N
A∆x0A, (2.132)
∆dhe = N
A∆dA (2.133)
linearisieren, wa¨hrend die zweite Variation des Ortsvektors des Schalenraumes und des
Direktors wie folgt hergeleitet werden:
∆δxhe = N
Aθ
1
2
H∆δdA, (2.134)
∆δdhe = −NA∆δdA = NA(∆dA · δdA)δdA. (2.135)
Dabei werden ∆d und ∆δd durch Gleichungen (2.91) und(2.93) bestimmt.
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2.3.3 Elementformulierung
Die linearisierte Form des Prinzips der virtuellen Verschiebungen (2.123) la¨ßt sich fu¨r ein
Finites Element inkrementell darstellen:
nenodes∑
A=1
nenodes∑
B=1
[
δx0A δdA
]
·
{
k
(AB)
T
[
∆x0B
∆dB
]
−
(
λfAa − fAi
)}
= 0. (2.136)
Die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix, die aus Anfangsspannungs- und Anfangsver-
formungsmatrix besteht, wird durch Anwendung der Krafttensoren (2.108, 2.103) und
der approximierten Verzerrungen im Anhang (A.11-A.16) als Summe einzelner, jeweils
Knoten zugeordneter Anteile berechnet:
kT =
nenodes∑
A=1
nenodes∑
B=1
kABG + k
AB
V . (2.137)
Durch U¨berfu¨hrung der Elementmatrizen in Systemmatrizen unter Beru¨cksichtigung der
Inzidenzbeziehung erha¨lt man die tangentiale Gesamtsteifigkeitsgleichung:
KT ·∆V = λFa − Fi, (2.138)
die je nach Problemstellung durch ein geeignetes Iterationsverfahren gelo¨st werden kann.
2.3.4 Assumed-Strain-Elementformulierung
Wegen der niedrigen Ordnung der Ansatzfunktion tritt bei dieser Elementformulierung
ein Shear-Locking-Verhalten auf. Die U¨berscha¨tzung der Schubsteifigkeit liefert damit zu
steife Ergebnisse. Zur Beseitigung des Shear-Locking-Verhaltens werden die Schubverzer-
rungen nach Dvorkin & Bathe (1984) in den Kollokationspunkten, die in den Mittelpunk-
ten zwischen zwei Nachbarknoten eines Elementes A,B,C und D in Abbildung 2.5 liegen,
ausgewertet und wie folgt neu interpoliert:
αh as(13) =
1
2
(1− ξ2)αh(13)B +
1
2
(1 + ξ2)αh(13)D, (2.139)
αh as(23) =
1
2
(1− ξ1)αh(23)A +
1
2
(1 + ξ1)αh(23)C . (2.140)
Die bisher erwa¨hnten wesentlichen Eigenschaften dieses Finiten Elements sind in Abbil-
dung 2.5 tabellarisch zusammengestellt.
2.3.5 Multi-layered Schichtenmodell
Die physikalische Nichtlinearita¨t des Materials wird im Schalenelement durch das
multi-layered Schichtenmodell realisiert. Damit wird die oben abgeleitete, auf die Scha-
lenmittelfla¨che bezogene 2D-Schalentheorie, die aus dem dreidimensionalen Kontinuum
hergeleitet wurde, in eine 21
2
D-Schalentheorie erweitert. Der in der vorliegenden Arbeit
verwendete Verbundwerkstoff Stahlbeton, der noch in Kapital 3 ausfu¨hrlich beschrieben
wird, wird in Dickenrichtung in mehrere Membranschichten unterteilt (Abbildung
2.6). Die Betonsta¨hle werden dabei unabha¨ngig von der Lage der Betonschichten als
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Abbildung 2.5: Finite Elementformulierung des Schalenelementes
verschmierte Stahlschichten angenommen.
Jeder Materialpunkt einer bestimmten Schicht mit Abstand θ von der Schalenmittelfla¨che
erfa¨hrt die inkrementellen Verzerrungen unter der Annahme des linearen Verlaufs u¨ber
die Schalendicke
∆γ(αβ) = ∆α(αβ) + θ∆β(αβ), (2.141)
mit der die Spannungen u¨ber das Materialgesetz bestimmt werden. Vereinfachend werden
die transversalen Schubverzerrungen linear elastisch angenommen. Die Integration der
Spannungen u¨ber alle Schichten der Schalendicke liefert die inneren Kra¨fte. Der Werk-
stofftensor in Gleichung (2.103) wird ebenso u¨ber die Schichten wie folgt integriert:
m
D
αβρλ
T =
+1∫
−1
detZCαβρλT (θ)
mdθ = detZ
NLayer∑
N=1
CαβρλT,N (θ)
m∆θ, m = 1, 2. (2.142)
26 KAPITEL 2: THEORETISCHE GRUNDLAGEN














 





















8

  ;    " $ +  )
&  +  $  


  ;    " $ +  )
&  +  $  
,     & 7 & 4 !  
    $ &  +  $
Abbildung 2.6: Multi-layerd Stahlbeton-Schalenmodell
2.4 Multi-Level-Simulationskonzept
Mittels der oben dargestellten Finiten Elementmethode sollen die geometrisch und phy-
sikalisch nichtlinearen Last-Verformungspfade berechnet werden. Diese komplexen nicht-
linearen Berechnungen erfolgen durch eine s.g. Homogenisierungsprozedur mit der Multi-
Level-Simulationsstrategie ([Kra¨tzig 1997]). Abbildung 2.7, die diese Prozedur anschau-
lich erla¨utert, bietet den U¨berblick mit den bisher erwa¨hnten Komponenten der Finiten
Elementformulierung.
Ausgehend von einem Gleichgewichtszustand mit einem inneren Kraftvektor FI wird mit
einer tangentialen Steifigkeitsmatrix KT die Verformungszunahme ∆V fu¨r den vorgege-
benen a¨ußeren inkrementellen Lastvektor ermittelt, wobei das Gleichgewicht nicht erfu¨llt
sein muß. Die globalen Zuwa¨chse der Freiheitsgrade werden durch eine Inzidenztrans-
formation in einzelne Zuwa¨chse der Freiheitsgrade der einzelnen Finiten Elemente ∆vp
u¨berfu¨hrt. Fu¨r jeden Gaußpunkt in einem Finiten Element werden mit den gewa¨hlten
Ansatzfunktionen und den kinematischen Annahmen die inkrementellen Verzerrungen
∆ε = (∆α(αβ) ∆β(αβ) ∆α(α3)) bzw. gesamten Verzerrungen ε = (α(αβ) β(αβ) αα3) ermit-
telt. Die Verzerrungen werden u¨ber die Schalendicke in die einzelnen Layer des geschich-
teten Modells transformiert. Konstitutive Beziehungen liefern die Spannungen ∆σL, σL
und die tangentialen Steifigkeiten in jedem Gaußpunkt eines Layers. Die Integration der
Spannungen σL u¨ber alle Layer der Schalendicke ergeben die Schnittkra¨fte ∆σ, σ in
Bezug auf die Schalenmittelfla¨che. Mit den inneren Spannungen werden der innere Kraft-
vektor fpI und die tangentiale Steifigkeitsmatrix k
p
T eines Finiten Elementes konstruiert.
Die Assemblierung der Elemente ergibt die Gro¨ßen KT und FI in der Strukturebene.
Die tangentiale Gesamtsteifigkeitsbeziehung ist somit fu¨r den na¨chsten Iterationsschritt
fertiggestellt. Zum iterativen Pfadverfolgungsverfahren stehen im allgemeinen NEWTON-
RAPHSON- und Bogenla¨ngenverfahren zur Verfu¨gung ([Zienkiewicz & Taylor 1991]).
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Abbildung 2.7: Multi-Level-Simulationsstrategie
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Kapitel 3
Modellierung des
Verbundwerkstoffes Stahlbeton
3.1 Allgemeines
Stahlbetonbauteile kommen heute bei fast jedem Bauvorhaben zur Anwendung. Die
Gru¨nde dafu¨r sind unter anderem die Wirtschaftlichkeit der Rohmaterialien, die leichte
Verarbeitbarkeit, sowie die Widerstandsfa¨higkeit gegenu¨ber Umwelteinflu¨ssen und
mechanischer Abnutzung. Aufgrund der komplexen nichtlinearen Materialeigenschaften
war der Werkstoff Stahlbeton im letzten Jahrhundert Gegenstand vieler experimenteller
Untersuchungen und Forschungsvorhaben.
Stahlbeton ist ein Verbundwerkstoff, der aus den Komponenten Beton und Beweh-
rungsstahl besteht. Der Verbund beider Komponenten entsteht durch die Haftung des
Bindemittels Zement und durch die Verzahnung beider Komponenten miteinander.
Beide Komponenten besitzen stark unterschiedliche Materialeigenschaften. Der Beton
ist spro¨de und besitzt eine hohe Druckfestigkeit, der Stahl ist duktil mit einer hohen
Druck- und Zugfestigkeit. Aufgrund dieser unterschiedlichen Eigenschaften haben die
beiden Komponenten unterschiedliche Aufgaben. Der Beton nimmt die Druckkra¨fte auf,
wa¨hrend der Stahl im allgemeinen fu¨r die Zugbeanspruchung vorgesehen wird. Wegen der
etwa gleichen Temperaturdehnkoeffizienten beider Komponenten treten im allgemeinen
keine scha¨dliche Eigenspannungen auf. Eine weitere wesentliche Eigenschaft ist, daß der
umgebende Beton den Stahl gegen Korrosion schu¨tzt: Zum einen bietet die genu¨gend
dichte und dicke Betondeckung dem Stahl einen mechanischen Schutz gegen aggressive
Medien, zum anderen verhindert die beim Abbinden des Zementes entstehende Alkalita¨t
die Korrosion des Stahls.
Stahlbeton weist ein hochgradig nichtlineares Materialverhalten auf. Das Betonverhalten
ist infolge seiner Inhomogenita¨t kompliziert und streut sehr stark. Der Bewehrungsstahl
besitzt im Vergleich zum Beton ein relativ einfach zu beschreibendes Materialverhalten.
Durch das unterschiedliche nichtlineare Materialverhalten beider Komponenten, durch die
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nichtlinearen Verbundmechanismen beim interaktiven Zusammenspiel beider und durch
die Kraftu¨bertragungsmechanismen nach dem Reißen des Betons (durch die Verzahnung
des Betons an den Rißufern und die Verdu¨belung der Bewehrung in den Rißquerschnitten)
la¨ßt sich das komplexe Materialverhalten des Verbundwerkstoffes nur schwierig modellie-
ren. Aus diesem Grund wird in der Ingenieurpraxis das Materialverhalten zumeist stark
vereinfacht modelliert und lediglich auf Querschnittsebene beru¨cksichtigt. Der Einfluß
auf das Gesamttragwerksverhalten wird in der Regel vernachla¨ssigt oder nur in einigen
Fa¨llen z.B. durch Momentenumlagerung zusa¨tzlich in die Analyse mit einbezogen.
Fu¨r eine wirklichkeitsnahe numerische Strukturanalyse komplexer Stahlbetonstrukturen
beispielsweise mit der Finiten Element Methode spielt die Gu¨te der Materialmodellierung
neben der gewa¨hlten Elementformulierung, dem Elementnetz, den nichtlinearen Lo¨sungs-
algorithmen und den Konvergenzbedingungen eine wesentliche Rolle. Das Materialmodell
umfaßt konstitutive Beziehungen und Versagenskriterien. Die konstitutiven Beziehungen
der nichtlinearen Werkstoffmodelle liefern in Abha¨ngigkeit der momentanen Verzerrungen
die aktuellen Spannungen und tangentialen Steifigkeiten in einem Materialpunkt.
Die Anforderungen an die Genauigkeit und die Dimensionen der Materialmodellierung
ha¨ngen jedoch von denen der Aufgabenstellung ab. Dabei kann es sich z.B. um eine
lokale Untersuchung von Krafteinleitungsbereichen oder um eine Traglastanalyse von
großen Strukturen handeln ([Mehlhorn, Dinges, Keuser & Kolmar 1989]). Außerdem
streuen die Daten aus experimentellen Versuchen, auf denen die numerische Modellierung
basiert, und fu¨r numerische Analysen stehen im allgemein nicht genu¨gend Materialdaten
zur Verfu¨gung. Daher sind Materialmodellierungen mit einer zu großen Anzahl von
Parametern meist nicht gerechtfertigt ([Mehlhorn & Kollegger 1995]).
Aus den oben erwa¨hnten Aspekten ergeben sich fu¨r die vorliegende Problemstellung fol-
gende zu modellierende Eigenschaften des Stahlbetons:
• Die bereits bei niedrigen Druckspannungen ausgepra¨gte nichtlineare Spannungs-
Dehnungsbeziehung,
• Zyklisches Verhalten mit Plastizierungs- sowie Scha¨digungskomponenten im Druck-
bereich,
• Zugrißbildungs- und Rißschließungsvorga¨nge,
• Monotones und zyklisches Verhalten des Bewehrungsstahles,
• Verbundwirkung zwischen Bewehrungsstahl und Beton und die daraus folgende Mit-
wirkung des Betons zwischen den Rissen fu¨r monotone und zyklische Beanspruchun-
gen.
Im folgenden werden die wichtigsten Materialeigenschaften der einzelnen Komponenten
und der Verbundmechanismen zusammengefaßt und deren Modellierungen diskutiert.
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3.2 Beton
3.2.1 Druckverhalten
Der Beton ist ein heterogenes ku¨nstliches Kompositmaterial aus Zuschlag, wie Kies
und Sand, und Zementstein als Bindemittel, wobei die Eigenschaften durch die Zusam-
mensetzung aus den Einzelkomponenten bestimmt wird. Vor allem die Druckfestigkeit,
die auch andere Eigenschaften des Betons bestimmt, ha¨ngt vom Zementgehalt und
der Zementgu¨te, von der Festigkeit der Zuschlagstoffe und vom Volumen der im
erha¨rteten Beton verbleibenden Hohlra¨ume ab. Unabha¨ngig von der Zusammensetzung
sind Abbindedauer, -temperatur und die Nachbehandlung weitere wichtige Faktoren
fu¨r die Entwicklung der Druckfestigkeit. Bereits beim Abbindevorgang entstehen
Mikrorisse durch das Schwinden des Zementsteins und Temperatura¨nderung infolge
der Hydratation. Diese Mikrorisse im Zementstein (Matrixrisse) und jene zwischen
Zementstein und Zuschlagsko¨rnern (Verbundrisse) vor dem Belastungsvorgang sind
die Auslo¨ser eines fru¨hzeitig nichtlinearen Spannungs- und Stauchungsverhaltens des
Betons. Die unterschiedliche Steifigkeit von Zementstein und Zuschlagsko¨rnern ist der
Hauptgrund fu¨r die ausgepra¨gte nichtlineare Arbeitslinie beim Druckbelastungsvorgang.
Die Kraftu¨bertragung erfolgt im wesentlichen durch das steifere Zuschlagkorngeru¨st.
Die dabei aus der Umlenkkraft resultierende Querzugkraft, im o¨rtlich unterschiedlichen
dreiachsialen Spannungszustand, erzeugt weitere Mikrorisse.
Die Abbildung 3.1 stellt ein typisches Spannungs- und Stauchungsverhalten sowie den
Versagensmechanismus des Betons unter einachsialer Druckbeanspruchung qualitativ dar.
Beton verha¨lt sich bei niedrigen Spannungsniveaus trotz der bereits vorhandenen Mikro-
risse bis zu etwa 30–40 % der Bruchspannung quasi linearelastisch. Etwa bis 70–90 % des
Bruchspannungsniveaus verha¨lt sich der Beton noch stabil, jedoch zunehmend nichtlinear.
Die Querzugkraft fu¨hrt zur Neubildung sowie zum Anwachsen und der Vereinigung der
Mikrorisse, aus der sich parallel zur Richtung der Beanspruchung durchgehende Trennrisse
entwickeln, wobei die dabei entstehenden Betonprismen noch tragfa¨hig sind. U¨ber dieses
Spannungsniveau hinaus wachsen die Mikrorisse instabil an. Die Risse wachsen progressiv
ohne Steigerung der Beanspruchung. Die Mikrorisse bilden sich zu vielen kleinen Makro-
rissen aus. Die innere Struktur des Betons wird so aufgelockert, daß die bisher allma¨hlich
reduzierten Volumina stark zunehmen (Volumendilatation). Das Gefu¨ge wird letztend-
lich zerru¨ttet und die innere Spannung erreicht die maximal aufnehmbare Bruchspannung
(Druckbruch). Das U¨berschreiten der Bruchspannung bildet eine anna¨hernd 30◦ schra¨g
zur Beanspruchungsrichtung verlaufende Bruchfla¨che, die letztendlich durch Sekunda¨rris-
se aus zusa¨tzlich entstandenen netzfo¨rmigen Mo¨rtelmatrixrissen entsteht. Das Spannungs-
und Stauchungsverhalten ha¨ngt von der lokalen Verformung in der Bruchfla¨che ab. Der
Beton zeigt anschließend ein entfestigtes Verhalten. Das detaillierte ein- und zweiach-
siale Betonverhalten unter verschiedenen Spannungskombinationen ist u.a. von Kupfer
([Kupfer, Hilsdorf & Ru¨sch 1969], [Kupfer 1973] und [Kupfer & Gerstle 1973]) untersucht
worden. Seine Arbeiten liegen der vorliegenden Arbeit zugrunde.
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Abbildung 3.1: Betonverhalten unter einachsialer Druckbeanspruchung [Mehlhorn & Kollegger
1995], [Reinhardt 1996]
Bei biachsialer Druckbelastung behindert die in die Querrichtung wirkende Druckspan-
nung den oben erwa¨hnten Auflockerungsprozess des Betongefu¨ges, und dadurch verha¨lt
sich der Beton steifer. Bei einem ho¨heren Spannungsniveau versagt der Beton durch das
Aufspalten infolge der induzierten Querzugspannung in der dritten Richtung. Die Bruch-
fla¨che, zu der die parallel zur lastfreien Oberfla¨che entstandene Rißfla¨che fu¨hrt, verla¨uft
18–27◦ zu dieser Oberfla¨che. Die von Kupfer & Gerstle durchgefu¨hrten zweiachsialen
Scheibenversuche (Abb. 3.3), belastet mit einer Stahldrahtbu¨rste, zeigen, daß sich die
Bruchspannung dem Spannungsverha¨ltnis von σ1/σ2 = -1/-0.52 maximal um etwa 27 %
gegenu¨ber der beim einachsialen Versuch erho¨ht. Bei Druckspannungen σ1 = σ2 betra¨gt
die Festigkeitserho¨hung etwa 16 %. Die Erho¨hungen der Betonfestigkeit unter den zwei-
achsialen Druckbeanspruchungen sind unabha¨ngig von der Betongu¨te. Bei der Verwen-
dung einer massiven Lasteinleitungsplatte verhindern dagegen Reibungskra¨fte zwischen
dem Probeko¨rper und der Platte die Querdehnung. Dieser Einschnu¨rungseffekt erho¨ht die
Festigkeit maximal um 50 %.
3.2.2 Druck-Zugverhalten
Im Gegensatz zum stu¨tzenden Einfluß der Querdruckbeanspruchung begu¨nstigt die Quer-
zugbeanspruchung den einachsialen Druckversagensmechanismus. Jedoch tritt der Druck-
bruch nur auf, wenn die Querzugspannung kleiner als etwa 1/10 bis 1/15 der Druckspan-
nung ist. Bei gro¨ßeren Zugspannungen versagt der Beton durch Trennbruch.
3.2.3 Zug- und Nachrißverhalten
Das Zugverhalten des Betons ist bis etwa 80 - 90 % der Zugfestigkeit linear, lediglich kurz
vor dem Versagen durch das Reißen des Betons (Trennbruch) fu¨hren die vorhandenen
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Abbildung 3.2: Betonverhalten unter einachsialem Zug [Mehlhorn & Kollegger 1995]
Mikrorisse zu einem nichtlinearen Verhalten. Wie die Abbildung 3.2 zeigt, bestimmen
lokale Verformungen in der Rißfla¨che das Nachrißverhalten, das aus der noch vorhandenen
Verzahnung der einzelnen Zuschlagko¨rner und aus der U¨bertragung der Reibungskra¨fte
zwischen den beiden Rißufern resultiert.
3.2.4 Modellierung des Betons
In den letzten zwei Jahrzehnten wurden zahlreiche Betonmodelle vero¨ffentlicht, die auf un-
terschiedlichen Theorien basieren. Es gibt jedoch noch kein Modell, das Allgemeingu¨ltig-
keit fu¨r die Beschreibung des Betonverhaltens besitzt. Die Modelle lassen sich nach ange-
wandten grundlegenden Theorien wie folgt klassifizieren:
• elastische Modelle,
• plastische Modelle,
• plastische Bruchmodelle.
Elastische Modelle basieren auf der Elastizita¨tstheorie, die sich von den hyperelastischen
und hypoelastischen Modellen unterscheiden. Hyperelastische Modelle, zu denen das
CAUCHY-elastische und GREEN-elastische Modell geho¨ren, werden aus der totalen
Spannungs- Dehnungsbeziehung formuliert, wobei eine momentane Verzerrung eindeutig
einer momentanen Spannung zugeordnet ist. Infolgedessen ist es unabha¨ngig von der
Lastgeschichte, und Be- und Entlastungsvorga¨nge ko¨nnen nicht unterschieden werden.
Somit sind die Modelle lediglich fu¨r monotone Belastungen geeignet. Hypoelastische
Modelle sind dagegen inkrementell formuliert und dadurch lastgeschichtsabha¨ngig. Dieses
ermo¨glicht die Beschreibung zyklischen Werkstoffverhaltens. Da wie bei CAUCHY-
elastischen Modellen diesen Modellen die Betrachtung der Potentialfunktion fehlt, kann
der erste Hauptsatz der Thermodynamik verletzt werden. Die wesentliche Schwa¨che der
elastischen Modelle liegt darin, daß die Anisotropie des Betons durch Orthotropie erfaßt
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wird und dadurch das lastgeschichtsabha¨ngige Verhalten nicht korrekt wiedergeben kann.
Trotzdem wurden die Modelle aufgrund ihrer einfachen Modellierung und Anwendungen
bei zahlreichen Finiten-Element-Berechnungen eingesetzt.
Die Formulierung der plastischen Modelle basiert auf einer Fließbedingung, einer
Verfestigungsregel und einem Fließgesetz. Die Fließbedingung beschreibt den U¨ber-
gang vom elastischen Bereich zum plastischen Bereich. Die A¨nderung der Fließregel
wird durch die Verfestigungsregel formuliert. Das Fließgesetz stellt die Beziehung
von Spannungen und Verzerrungen im elastisch-plastischen Bereich dar. Dabei wird
der inelastische Verzerrungsanteil ausschließlich durch das plastische Fließen formuliert.
Die oben genannte Schwa¨che der elastischen Modelle besitzen die plastische Modelle nicht.
Plastische Bruchmodelle erfassen sowohl plastisches Verhalten (Zunahme der Verzerrung
bei konstanter Spannung) als auch das Bruchverhalten (Abfall der Spannung bei
konstanter Verzerrung). Das Bruchverhalten gibt den Einfluß von Mikrorissen auf das
Gesamtverhalten wieder. Das Modell ist mit vielen Materialparametern und hohem
numerischen Aufwand verbunden.
Fu¨r die vorliegende Arbeit - Analyse extrem großer du¨nnwandiger Schalenstrukturen -
wurde die Anwendung eines hypoelastischen Betonmodells mit zweidimensionaler Be-
schreibung angestrebt. Da das Zugrißverhalten hauptsa¨chlich das Scha¨digungsverhalten
der zu untersuchenden Schale bestimmt, wurde auf die Verbundmodellierung ein großes
Augenmerk gelegt.
3.3 Erweitertes Betonmodell nach Darwin & Peck-
nold
Das angewandte Betonmodell ist ein hypoelastisches orthotropes Modell, bei dem die
Beziehung zwischen dem Spannungsinkrement und dem Dehnungsinkrement durch die
Steifigkeitsmatrix linear beschrieben ist:
σ˙ = C()˙, σ˙ = C(σ)˙. (3.1)
Die zu dieser Klasse geho¨renden Betonmodelle sind die Formulierungen von Darwin &
Pecknold (1977) fu¨r einen biachsialen Spannungszustand und von Elwi & Murray (1979)
fu¨r einen triachsialen Spannungszustand. Wesentliche Vorteile dieser Modellbeschreibung
sind die kompakte Formulierung durch Einfu¨hrung einer a¨quivalenten einachsialen
Dehnung und die Anwendbarkeit auf zyklische Belastungen mit vier Materialparametern
(Zug- und Druckfestigkeit, zur Druckfestigkeit geho¨rige Verzerrung sowie Anfangselasti-
zita¨tsmodul).
Im folgenden wird das fu¨r die vorliegende Arbeit eingesetzte Konzept von Darwin &
Pecknold kurz zusammengefaßt. Wesentliche Teile des Konzeptes wurden unvera¨ndert
u¨bernommen. Das Zugriß- und Rißschließungsverhalten wurden erweitert.
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3.3.1 Konstitutive Beziehungen
Mit der Annahme eines inkrementell linear-orthotropen Verhaltens des Betons kann die
konstitutive Beziehung in momentaner Hauptachsenrichtung, die mit den Hauptspan-
nungsrichtungen 1 und 2 zusammenfallen, zuerst ohne Betrachtung des Schubanteils, wie
folgt geschrieben werden:(
dσ1
dσ2
)
=
1
1− ν1ν2
(
E1 ν2E1
ν1E2 E2
)(
dε1
dε2
)
. (3.2)
Dabei sind die spannungsabha¨ngigen Materialkonstanten Ei und νi, i=1,2 jeweils Tan-
gentensteifigkeiten und Querdehnzahlen. Mit ν2E1 = ν1E2 aus der Energiebetrachtung
und der Einfu¨hrung der a¨quivalenten Querdehnzahl ν2 = ν1ν2 in Abha¨ngigkeit vom
Spannungs- und Dehnungszustand sowie der Beru¨cksichtigung des Schubterms ergibt sich
die vollsta¨ndige konstitutive Beziehung dσ = Cd zu
 dσ1dσ2
dτ12

 = 1
1− ν2

 E1 ν
√
E1E2 0
ν
√
E1E2 E2 0
0 0 (1− ν2)G



 dε1dε2
dγ12

 . (3.3)
Wegen der fehlenden Information u¨ber die Schubsteifigkeit G bei der Transformation der
Hauptachsen wird die Annahme getroffen, daß keine bevorzugte Richtung mit Schub-
steifigkeit entsteht. Diese Forderung der Invarianz der Schubsteifigkeit gegen die Rota-
tion der Hauptspannungsachse bedeutet, daß die Schubsteifigkeit G vor und nach der
Transformation der Steifigkeitsmatrix (C,C) unvera¨ndert bleibt. Mit der orthogonalen
Transformationsmatrix T berechnet sich C zu
C = TTCT (3.4)
mittels
T =

 cos
2 θ sin2 θ cos θ sin θ
sin2 θ cos2 θ − cos θ sin θ
−2 cos θ sin θ 2 cos θ sin θ cos2 θ − sin2 θ

 . (3.5)
Durch Gleichsetzen der Schubterme in beiden Steifigkeitsmatrizen erha¨lt man die gesuchte
invariante Schubsteifigkeit G
(1− ν2) G = 1
4
(
E1 + E2 − 2ν
√
E1E2
)
. (3.6)
Somit ist die konstitutive Beziehung durch E1, E2 und ν vollsta¨ndig definiert.
 dσ1dσ2
dτ12

 =


E1 ν
√
E1E2 0
ν
√
E1E2 E2 0
0 0 1
4
(
E1 + E2 − 2ν
√
E1E2
)



 dε1dε2
dγ12

 (3.7)
Da die orthotrope konstitutive Beziehung in inkrementeller Hauptspannungsrichtung for-
muliert ist, mu¨ssen die Schubverzerrungsinkremente bzw. Schubspannungsinkremente ver-
schwinden. Damit fallen die inkrementellen Hauptspannungsrichtungen mit den inkremen-
tellen Hauptverzerrungsrichtungen zusammen.
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3.3.2 A¨quivalente einachsige Dehnung
Aus der oben hergeleiteten biachsialen konstitutiven Beziehung mu¨ssen fu¨r vorgegebene
inkrementelle Verzerrungen die Tangentialsteifigkeiten und die inkrementellen Spannun-
gen fu¨r die jeweiligen Hauptachsen ermittelt werden. Dafu¨r wurde ein Konzept mit a¨qui-
valenter einachsialer Verzerrung eingefu¨hrt. Die grundlegende Idee dieses Konzeptes ist,
daß die konstitutive Beziehung von der jeweiligen Hauptachsenrichtung entkoppelt for-
muliert und separat mit der einachsialen Beziehung betrachtet wird. Dies fu¨hrt von der
komplexen Berechnung des biachsialen Werkstoffverhalten zu einem erheblich einfache-
ren Berechnungsmodell. Die Gleichung (3.7) la¨ßt sich in der entkoppelten Form wie folgt
darstellen:
 dσ1dσ2
dτ12

 =

 E1 0 00 E2 0
0 0 G



 dε1udε2u
dγ12

 . (3.8)
Durch Gleichsetzen der Gleichung (3.7) und (3.8) erha¨lt man
dε1u =
1
1− ν2 (dε1 + ν
√
E2
E1
dε2), (3.9)
dε2u =
1
1− ν2 (dε2 + ν
√
E1
E2
dε1). (3.10)
Aufgrund der A¨hnlichkeit mit den einachsialen Beziehungen werden εiu, i = 1, 2 als a¨quiva-
lente einachsiale Verzerrungen bezeichnet. Die Definition der inkrementellen a¨quivalenten
Verzerrungen folgt aus Gleichung (3.8):
dεiu =
dσi
Ei
. (3.11)
Somit lassen sich die gesamten a¨quivalenten Verzerrungen durch
εiu =
∫ dσi
Ei
≈
NLast∑ ∆σ
Ei
, i = 1, 2 (3.12)
darstellen. Die Indizes i = 1, 2 bezeichnen die Hauptspannungsrichtungen.
Die oben definierten a¨quivalenten einachsialen Verzerrungen sind fiktive Gro¨ßen. Daher
lassen sich die a¨quivalenten einachsialen Verzerrungen nicht wie die wahren Verzerrungen
transformieren. Da sie in Hauptspannungsrichtung akkumuliert werden, stellen sie nicht
die Deformationsgeschichte in einer festen Richtung des Materials dar, sondern in der sich
kontinuierlich a¨ndernden Hauptspannungsrichtung. Diese Abweichung von der Realita¨t,
wie sie von einigen Forschern z.B. Chen & Saleeb (1982) und Bazant (1979) kritisiert
wird, bedeutet, daß das nichtlineare Materialverhalten (Materialdefekte) sta¨rker aus den
vorherigen Belastungsvorga¨ngen als durch die momentane Belastung verursacht betrach-
tet wird. Dieses wird in gewissem Maße dadurch verbessert, daß die Spannungsebene
in 90◦-Sektoren unterteilt und das Materialverhalten in Abha¨ngigkeit der Belastungsge-
schichte sektorweise akkumuliert wird. Verla¨ßt eine Hauptachse den Sektor, in dem sie
urspru¨nglich lag, werden die Berechnungen mit den Informationen des aktuellen Sektors
weitergefu¨hrt.
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3.3.3 Monotone Spannungs-Dehnungsbeziehung
Die oben definierten a¨quivalenten einachsialen Verzerrungen lassen sich auf die a¨quiva-
lenten einachsialen Spannungs-Dehnungsbeziehungen anwenden. Zur Beschreibung der
monotonen Spannungs-Dehnungsbeziehung fu¨r den Druckbereich wird die Gleichung von
Saenz (1964) herangezogen. Die Beziehung (3.13), graphisch dargestellt in Abbildung
3.4, stellt die Kurvenschar durch εiu und εic dar, die vom momentanen Spannungs-
Dehnungszustand sowie vom Verha¨ltnis der Spannungen in den beiden Hauptachsenrich-
tungen abha¨ngig ist.
σi =
εiuE0
1 +
[
E0
ES
− 2
]
εiu
εic
+
[
εiu
εic
]2 (3.13)
Hierbei bezeichnet εic die a¨quivalente einachsiale Dehnung bei der biachsialen Druckfe-
stigkeit σic, die vom Hauptspannungsverha¨ltnis abha¨ngig ist. E0 ist der Anfangselasti-
zita¨tsmodul, ermittelt im einachsialen Druckversuch. ES ist der Sekantenmodul bei der
Druckfestigkeit σic. Den Entfestigungspfad beschreibt eine abfallende Gerade mit einem
Druckbruch bei (4εcu, 0.2σic). Somit wird die monotone Spannungs-Dehnungsbeziehung
durch vier unabha¨ngige Variablen εcu, εic, σic und E0 eindeutig definiert.
3.3.4 Biachsiales Versagenskriterium
Die biachsiale Betondruckfestigkeit σic wurde nach dem biachsialen Versagenskriterium
von Kupfer & Gerstle (1973) definiert. Die nachfolgend dargestellten von Kupfer & Gerstle
vorgeschlagenen analytischen Ausdru¨cke basieren auf Versuchsergebnissen von Kupfer,
Hilsdorf & Ru¨sch (1969), die mit denen von Liu, Nilson & Slate (1972) und Nelissen (1972)
gut u¨bereinstimmen. Mit der Definition des Hauptspannungsverha¨ltnises α = σ1/σ2, (σ1 ≥
σ2) ko¨nnen die Bestimmungsgleichungen fu¨r die Versagenshu¨llkurven angegeben werden.
• Druck-Druck-Bereich: Der Ausdruck der Festigkeitserho¨hung des beidseitig gedru¨ck-
ten Betons lautet
σ1c = ασ2c, σ2c =
1 + 3.65α
(1 + α)2
fc. (3.14)
• Zug-Druck-Bereich: Kupfer & Gerstle schlagen eine lineare Gleichung fu¨r die Zug-
festigkeit vor, die mit zunehmender Druckspannung abnimmt:
σ1t =
(
1 + 0.8
σ2
fc
)
fct, σ2c =
1 + 3.65α
(1 + α)2
fc. (3.15)
Der Ausdruck fu¨r die Zugfestigkeit wurde von Darwin & Pecknold so vereinfacht,
daß die Zugspannung konstant bleibt:
σ1t = fct, σ2c =
1 + 3.28α
(1 + α)2
fc. (3.16)
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Abbildung 3.3: Biachsiale Betonfestigkeits-Grenzkurve
• Zug-Zug-Bereich: Unabha¨ngig vom Spannungsverha¨ltnis bleibt die Betonzugfestig-
keit konstant.
σ1t = σ2t = fct (3.17)
Hierbei bezeichnen fc die einachsiale Druckfestigkeit und fct die einachsiale Zugfestigkeit
des Betons. In Abbildung 3.3 sind die Versuchsergebnisse von Kupfer & Gerstle und die
oben angegebene analytische Definition der Versagenskurve gegenu¨bergestellt.
Es muß noch die zur Druckfestigkeit σic zugeho¨rige a¨quivalente einachsiale Dehnung εic
bestimmt werden. Der Parameter εic gibt an, daß der Beton mit zunehmender Druckfe-
stigkeit duktiler wird. Die Annahme einer linearen Beziehung zwischen εic und εcu fu¨r den
Fall |σic| ≥ |fc| geht auf Darwin & Pecknold zuru¨ck.
εic = εcu
{
σic
fc
R− (R− 1)
}
mit R ≈ 3 fu¨r |σic| ≥ |fc| . (3.18)
Fu¨r den Fall |σic| < |fc| wurde die Gleichung
εic = εcu

−1.6
(
σic
fc
)3
+ 2.25
(
σic
fc
)2
+ 0.35
(
σic
fc
)
 fu¨r |σic| < |fc| (3.19)
vorgeschlagen, wobei εcu die zu der einachsialen Druckfestigkeit fc geho¨rige Dehnung ist.
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Abbildung 3.4: Konstitutive Beziehung in der Hauptspannungsrichtung
Es wird immer vorausgesetzt, daß E0/ES ≥ 2.0 ist. Diese Bedingung kontrolliert das
Vorzeichen der Kru¨mmung der Kurve (3.13), da die Kru¨mmung bei kleinem εic unter
Umsta¨nden wechselt. Die vom Spannungszustand abha¨ngige effektive Querdehnzahl ν, die
die Eigenschaft der Ausdehnung (Dilatation) bei einem ho¨heren Spannungsniveau wieder-
gibt, wird fu¨r die Zug-Zug- und Druck-Druck-Beanspruchung als konstant angenommen
ν = ν0, wa¨hrend ν fu¨r die einachsialen Druck- und fu¨r die Zug-Druck-Beanspruchung
durch
ν = ν0 + 0.6
(
σ2
fc
)4
+ 0.4
(
σ1
σ1t
)4
≤ 0.99 fu¨r |εiu| ≤ |εic| (3.20)
approximiert wird. Im Entfestigungsbereich (|εiu| > |εic|) wird die unabha¨ngige Verform-
barkeit von beiden Hauptachsenrichtungen durch das Verschwinden der Querdehnzahl
(ν = 0) beschrieben.
3.3.5 Zyklische Spannungs-Dehnungsbeziehung
Das Betonverhalten unter zyklischer Belastung ist durch folgende wesentliche Merkma-
le charakterisiert, die fu¨r eine wirklichkeitsnahe Modellierung des Betons beru¨cksichtigt
werden mu¨ssen:
• Plastizierung,
• Degradation der Festigkeit,
• Degradation der Steifigkeit,
• Energiedissipation.
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Dabei beschreiben der zweite und dritte Punkt gemeinsam den Scha¨digungszustand. Der
vierte Punkt wird durch die Hystereseschleife wiedergegeben. Darwin & Pecknold formu-
lierten die oben genannten vier Komponenten basierend auf einachsialen Versuchsdaten
von Karsan & Jirsa (1969).
Die bleibende plastische Dehnung εp wird als eine Funktion der Envelope-Dehnung εen
beim Beginn der Entlastung auf der Hu¨llkurve ausgedru¨ckt. Die Beziehung lautet
εp
εcu
= 0.145
(
εen
εcu
)2
+ 0.13
(
εen
εcu
)
. (3.21)
Der Zustand der Steifigkeitsdegradation unter zyklischer Belastung und die maximale An-
zahl der Zyklen, bis zum endgu¨ltigen Versagen des Betons, bilden die Lage der Common-
Points ab. Die Punktschar aus Versuchen, begrenzt durch das Stability-Limit und das
Common-Point-Limit, wird vereinfachend als eine Kurve dargestellt. Die Spannung des
Common-Points σcp wird durch
σcp = min
(
5
6
σen, σen − 1
6
fc
)
≤ 1
3
σen (3.22)
bestimmt, wobei (εen,σen) den Envelope-Point beschreibt. Die zugeho¨rige Dehnung εcp
la¨ßt sich auf der Gerade finden, die mit der Neigung der Anfangssteifigkeit E0 durch den
Envelope-Point la¨uft. Der Turning-Point befindet sich auch auf dieser Gerade, die wie
folgt definiert ist:
σtp =
1
2
σen fu¨r εen ≥ εic oder σen ≤ fc, (3.23)
σtp =
1
2
fc und σtp ≥ 2σcp − σen fu¨r die restlichen Bereiche. (3.24)
Der Ausdruck in Gleichung (3.24) beschreibt die zusa¨tzliche Bedingung, daß der Span-
nungsunterschied zwischen σtp und σcp gro¨ßer sein muß als der zwischen σcp und σen.
Der Pfad des Wiederbelastungsvorganges wurde durch eine Gerade vom Punkt der
plastischen Dehnung (εp, 0.0) zum Common-Point (εcp, σcp) festgelegt.
Somit legt die Lage des Common-Points (εcp,σcp) die A¨nderung der Neigung des Wie-
derbelastungspfades fest. Je gro¨ßer die Dehnung, desto flacher ist die Neigung, die den
Zustand der Degradation der Steifigkeit, also den Scha¨digungszustand, beschreibt. Die
Lage der Turning-Points kontrolliert dagegen die Energiedissipation fu¨r jeden Zyklus: Je
niedriger seine Lage, desto gro¨ßer ist die dissipierte Energie.
3.3.6 Rißverhalten
Fu¨r die Zugrißbildung wurde das Hauptspannungskriterium nach Rankine angewendet.
Somit entsteht ein Riß, sobald die vorhandene Zugspannung im Materialpunkt die
Betonzugfestigkeit u¨berschreitet. Der Entfestigungsbereich nach dem Reißen des Betons
wurde nicht im Betonmodell, sondern auf indirektem Wege im modifizierten Stahlmodell
beru¨cksichtigt. Infolge der Mitwirkung des Betons zwischen den Rissen (Tension-
Stiffening) u¨bernimmt der Stahl die freiwerdende Betonzugkraft. Somit werden nach
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dem Reißen die Hauptspannung und die dazu geho¨rige Steifigkeit senkrecht zur Rißfla¨che
zu Null gesetzt. Nach der Rißbildung wird ein einachsialer Zustand angenommen, wobei
die Querkontraktionszahl ν auf Null herabgesetzt wird. Existiert bereits ein offener
Riß, so kann sich zu diesem noch ein zweiter, senkrechter Riß bilden. In den gerissenen
Zusta¨nden sind die Schubfestigkeiten noch vorhanden. Aus der konstitutiven Beziehung
(3.7) ergibt sich bei einem offenen Riß die verbleibende Schubsteifigkeit zu einem Viertel
der vorhandenen Tangentensteifigkeit in der ungerissenen Hauptspannungsrichtung.
Entstehen zwei Risse, so verschwindet die Schubsteifigkeit vollsta¨ndig.
Ein offener Riß kann sich wieder schließen. Der Rißschließungsvorgang ist ein allma¨hlicher
Prozeß, bei dem die Rißufer mit zuschlagkornhaltigen Abbru¨chen bereits bei einem posi-
tiven Verzerrungszustand miteinander wieder Kontakt gewinnen, was Druckspannungen
im Beton hervorruft. Ein vollsta¨ndiges Schließen eines Risses verlangt somit das Vor-
handensein einer Druckkraft. In der vorliegenden Arbeit wurde dieser Aspekt basierend
auf der analytischen Beschreibung von Zhu, Wu & Zhang (1980) und Su & Zhu (1994)
modelliert. Da die Beschreibung von Zhu mit der analytischen Formulierung des dort an-
gewendeten Betons gekoppelt ist, wurden die Berechnungsformeln fu¨r die Dehnung beim
initialen Kontakt der Rißufer (εirc) und fu¨r die Kontaktspannung (σcon) u¨bernommen, die
bei der vollsta¨ndigen Rißschließung im Beton entsteht:
εirc = εp + 0.5εmax
(
0.1 +
0.9ε′ic
ε′ic + εmax
)
, (3.25)
ε′ic = εic − εp ≥ 0. (3.26)
Der zweite Ausdruck in Gleichung (3.26) beru¨cksichtigt den Einfluß der Mikroscha¨digung
des Betons im Entfestigungsbereich. Die Kontaktspannung berechnet sich zu
σcon = 0.3σic

2 +
ε′irc
εic
− 4
ε′irc
εic
+ 2

 ≤ σcon,max = σic ε
′
irc
ε′irc + εic
. (3.27)
Somit la¨ßt sich vereinfacht durch lineare Verbindung der beiden Punkte (εicr,0), (εp,σcon)
der Rißschließungsvorgang beschreiben. Die geradlinige Verla¨ngerung der Verbindung
schließt sich entweder mit der monoton steigenden Saenz-Kurve (Gl. 3.13) oder verbindet
sich mit dem Common-Point, wenn der Envelope-Point (σen,εen) im Entfestigungsbereich
liegt.
Bei einer Lastumkehr muß sich der bereits entstandene Riß schlagartig wieder o¨ffnen,
da die Zugfestigkeit des Betons irreversibel verloren ist. Die Betonspannung wird
daher sprunghaft auf Null herabgesetzt. Da die sprunghafte Spannungsa¨nderung bei
der Auffindung des Gleichgewichts numerische Schwierigkeiten bereitet, erfolgt in der
Arbeit der Lastumkehrvorgang mit der Anfangssteifigkeit E0. Alle bisher beschriebenen
konstitutiven Beziehungen sind in Abbildung 3.4 dargestellt.
Die Rißrichtung ha¨ngt nicht nur von der Belastungsgeschichte, sondern auch stark
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von der vorhandenen Bewehrung ab. Die ersten Risse entstehen in Hauptzugspan-
nungsrichtung, sofern die Eigenspannungen noch klein sind. Dieses ist unabha¨ngig von
den Bewehrungsrichtungen und vom Verha¨ltnis der Bewehrungsmengen bei Netzbe-
wehrungen. Wie einige Versuchsreihen besta¨tigen ( [Peter 1964], [Vecchio & Collins
1982], [Bhide & Collins 1989] und [Ivanyi & Lardi 1982]), a¨ndert sich mit zunehmender
Belastung die Orientierung der wachsenden Risse, wobei sich anfa¨ngliche Risse wieder
schließen ko¨nnen. Die endgu¨ltige Rißrichtung wird unter anderem von der Hauptspan-
nungsrichtung, der Bewehrungsrichtung sowie von der Bewehrungsmenge stark beeinflußt.
Im allgemeinen wird die Rißrichtung in Betonmodellen auf drei verschiedene Weisen for-
muliert (vgl. [Kollegger 1988]):
• feste zueinander orthogonale Richtungen, bei denen ha¨ufig die Versagenslast
u¨berscha¨tzt wird,
• feste zueinander nichtorthogonale Richtungen und
• Rißrichtungen, die sich nach vera¨ndernden Hauptdehnungsrichtungen einstellen. Das
ha¨ufig als Swinging Crack Modell oder Rotating Crack Modell bezeichnete Verfahren
zeigt gegenu¨ber dem zweiten ein a¨ußerst stabiles numerisches Verhalten.
In dieser Arbeit wurde die Rißrichtung mit der sich vera¨ndernden Hauptdehnungsrichtung
definiert, die bei jedem Iterationsschritt neu ermittelt wird.
Der Einfluß der Netzabha¨ngigkeit infolge der Lokalisierung des Rißbandes, der sich allge-
mein bei der Zugrißbildung noch sta¨rker als bei der Druckbeanspruchung auswirkt, ist fu¨r
die vorliegende Analyse von Stahlbetonstrukturen vernachla¨ssigbar, da die in diskretisier-
ten Elementen verschmiert vorhandenen Bewehrungen die ungehinderte Rißfortpflanzung,
verglichen zum unbewehrten Beton, ohnehin verhindern (vgl. [Kollegger 1988]).
3.4 Betonstahlmodell
In der vorliegenden Arbeit wurde das bereits im FE-Programm FEMAS ([Beem, Ko¨nke,
Montag & Zahlten 1996]) implementierte elasto-plastische Stahlmodell weitgehend u¨ber-
nommen (vgl. [Zhuang 1990], [Zahlten 1990]). Verbessert wurde der Verfestigungsbereich
bei Erstbelastung, womit das Verhalten des naturharten Stahls in diesem Bereich besser
abgebildet wird (Abb.3.5).
U¨ber ein Schichtenmodell wird das Verhalten des Stahls in jeder Bewehrungslage ver-
schmiert und die inkrementelle konstitutive Beziehung fu¨r das angenommene einachsiale
Verhalten in jeder Bewehrungsrichtung ausgewertet. Die konstitutive Beziehung lautet
∆σ = C∆ε. (3.28)
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Abbildung 3.5: Stahlmodell
Darin erfolgt die Erfassung des Bauschinger Effektes durch das kinematische Verfesti-
gungsmodell nach Prager.
Nach dem linear-elastischen Bereich folgt ein elasto-plastischer Bereich mit den Anfangs-
fließspannungen fyto und fyco fu¨r Zug und Druck. Die obere und untere momentane Fließ-
grenze berechnet sich mit der aktuellen Spannung σs zu
fyc = fyt − (fyt0 − fyc0) mit fyt = σs, (3.29)
fyt = fyc + (fyt0 − fyc0) mit fyc = σs. (3.30)
Die Modifizierung der Modellbeschreibung fu¨r das monotone Verhalten des naturharten
Stahls erfolgt im plastischen Dehnungsbereich nach Kreller (1990), in dem die von Dilger
(1966) angegebene Exponentialfunktion in dem Bereich σs ≥ fyt0 fu¨r das Fließplateau
erga¨nzt wurde:
εs =
σs
Es
+ εsh + 0.002
(
σs
fyt0
)m
fu¨r σs ≥ fyt0 mit m =
ln
(
AG
0.002
)
ln
(
ft
fyt0
) . (3.31)
Hierin bezeichnen ft die Stahlfestigkeit, AG die Gleichmaßdehnung und εsh die Anfangs-
dehnung der Verfestigung. Diese Modifizierung gilt lediglich fu¨r die Erstbelastung im
Bereich des Fließplateaus. Nach Erreichen dieses Belastungsniveaus wird die lineare Be-
ziehung mit der Tangentensteifigkeit Es angesetzt:
Es = ET =
ft − fyt0
εu − εyt0 . (3.32)
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3.5 Verbundmodell
3.5.1 Allgemeines
Die Verbundwirkung spielt eine wichtige Rolle bei der Analyse des Antwortverhaltens
von Stahlbetonbauteilen. Theoretische und experimentelle Untersuchungen in diesem
Bereich reichen bis in die Anfa¨nge der wissenschaftlichen Forschungen u¨ber Stahlbeton
zuru¨ck. Die Arbeiten von Rehm (1961) und Rao (1966) stellen heute die wesentlichen
theoretischen Grundlagen des derzeitigen Wissenstandes dar.
Bezu¨glich der Auswahl der numerischen Modellierungsmethoden teilen Mehlhorn, Dinges,
Keuser & Kolmar (1989) deren Feinheit in vier Stufen ein. Bei der Modellierung in der er-
sten Stufe wird zum Beispiel die Geometrie der Oberfla¨che der einzelnen Bewehrungssta¨be
wirklichkeitsnah abgebildet, um das Verbundverhalten vom Beton und Stahlrippen zu
analysieren. Das Bond-Link-Modell ([Ngo & Scordelis 1967]) und das Verbundelement
([Keuser 1989]) sind beispielsweise in die zweite Stufe einzuordnen. Die Modelle beider
Stufen eignen sich fu¨r lokale Untersuchungen des Verbundverhaltens. Die Bewehrung
wird in der dritten Stufe durch Stabelemente in La¨ngsrichtung abgebildet. Im Vergleich
dazu ist das Verbundmodell der vorliegenden Arbeit in die vierte Stufe einzuordnen.
Die Finiten Elemente sind gro¨ßer als der mittlere Rißabstand und die Verbundwirkung
wird indirekt als Mitwirkung des Betons zwischen den Rissen (Tension-Stiffening-Effekt,
TS-Effekt) entweder im Betonmodell oder im Stahlmodell erfaßt. Dabei ist lediglich das
globale Tragverhalten von Interesse.
Bei der Herleitung des TS-Effektes werden im allgemeinen aus Gleichgewichts- und
Vertra¨glichkeitsbedingungen an einem differentiellen Stabelement Differentialgleichungen
bzw. Integralgleichungen gewonnen. Wegen des hohen Aufwands der analytischen
Herleitung wird dabei das Verbundgesetz vereinfacht und als eine konstante, lineare oder
eine exponentielle Funktion approximiert.
Der Bereich der plastischen Dehnung des Stahls wird jedoch bei einer solchen Herleitung
nicht beru¨cksichtigt, obwohl der TS-Effekt dort wesentlich gro¨ßer als im elastischen
Dehnungsbereich ist. Der Hauptgrund fu¨r diese Tatsache ist, daß das angewendete
Verbundgesetz bei der Formulierung auf analytischem Wege den großen Schlupf im
plastischen Bereich des Stahls nicht darstellen kann. Mit einem Verbundgesetz, das
auch den großen Schlupf erfaßt, wird die Herleitung kompliziert oder gar nicht reali-
sierbar. Im Hinblick auf die Gebrauchstauglichkeit kann die Vernachla¨ssigung dieses
Pha¨nomens allerdings gerechtfertigt werden, insofern der Bewehrungsstahl unter der
Gebrauchlast nicht plastiziert. Die Zulassung nichtlinearer Berechnungsverfahren und
die Anwendung der Plastizita¨tstheorie fu¨r den Nachweis der Verformungsfa¨higkeit bzw.
der Rotationskapazita¨t von Bauteilen nach Einfu¨hrung des EUROCODE 2 (1992) war
ein Auslo¨ser fu¨r eine weitergehende Betrachtung des plastischen Dehnungsbereiches des
Stahls. TS-Modelle, die den gesamten Rißbildungsbereich, einschließlich des plastischen
Bereiches des Stahls umfassen, sind aber immer noch selten. Dennoch findet man sie
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in Kreller (1990), CEB-FIP Model Code (1990) und Stolze (1993). Die beiden ersten
Modelle sind fu¨r den plastischen Bereich identisch.
Trotz der theoretischen Herleitung mit sinnvollen Annahmen aus Wahrscheinlich-
keitsu¨berlegungen und statistischen Auswertungen zahlreicher Versuchsergebnisse zeigt
die Gegenu¨berstellung der Resultate der einzelnen Modelle selbst fu¨r den Fall einer
monotonen Beanspruchung in Bewehrungsrichtung eine große Streubreite ([Gu¨nther
1989], [Pardey 1994]). Diese Streubreite wird noch gro¨ßer, wenn der Bewehrungsgrad
geringer wird, wobei der Einfluß des TS-Effektes gro¨ßer wird.
Daru¨ber hinaus wurden Untersuchungen des TS-Modells fu¨r beliebige Beanspruchungs-
richtungen gegenu¨ber der Bewehrungrichtung, wie im Fall allgemeiner Fla¨chentragwerke,
bisher nur selten durchgefu¨hrt. Trotzdem wurde eine wichtige Grundlage zur Erfassung
des TS-Effektes bei beliebigen Fla¨chentragwerken in Kollegger (1988) gegeben: der
TS-Effekt muß in Bewehrungsrichtung beru¨cksichtigt werden.
Trotz der offenen Fragen beim TS-Ansatz sind die bisher vero¨ffentlichten Modelle fu¨r
die vorliegenden Analyse von großen Naturzugku¨hltu¨rmen unter monoton steigender
Windbeanspruchung als ausreichend genau anzusehen. Fu¨r die Identifizierung des
Scha¨digungszustandes nach Sturmereignissen wird jedoch ein TS-Modell unter zyklischer
Beanspruchung beno¨tigt. Wa¨hrend in den letzten Jahren einige Modelle fu¨r schwellende
Beanspruchungen vero¨ffentlicht wurden, ist ein auf theoretischen U¨berlegungen basieren-
der TS-Ansatz fu¨r die Tragwerksanalyse unter zyklischen Beanspruchungen bisher nicht
entwickelt worden.
Im folgenden Abschnitt wird daher ein TS-Modell formuliert, das sowohl die monotonen
als auch die halbzyklischen Beanspruchungen (unidirectional cyclic loading) im gesamten
Dehnungsbereich des Stahls erfaßt. Im Hinblick auf die Dauerhaftigkeit soll die Formulie-
rung Wert auf die Ermittlung der Rißbreite legen.
3.5.2 Verbundmechanismen
Im ungerissenen Stahlbeton ist die Dehnung von Stahl und Beton etwa gleich groß, da
der Verbund die beiden Materialkomponenten schubfest verbindet. U¨berschreitet die Be-
tonspannung die Betonzugfestigkeit an der schwa¨chsten Stelle (infolge der Streuung der
Betonzugfestigkeit, von Eigenspannungen, eines zufa¨lligen Fehlquerschnitts oder durch
Querschnittschwa¨chung aufgrund der Querbewehrung), so reißt der Beton und der Stahl
u¨bernimmt die Zugkraft. Im rißnahen Bereich entstehen Verformungsunterschiede zwi-
schen Stahl und Beton, gekennzeichnet durch die Relativverschiebungen s, die Verbund-
spannungen τb an der Oberfla¨che des Stahls hervorrufen. Dabei haben die Verbundspan-
nungen die Aufgabe, die vom Stahl u¨bernommenen Zugkra¨fte im Rißquerschnitt wieder
in den Beton einzuleiten.
Die grundlegenden Beziehungen dieser Kraftu¨bertragungsmechanismen zwischen Stahl,
Verbund und Beton lassen sich an einem differentiellen Stabelement mathematisch formu-
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Abbildung 3.6: Stahl-Verbund-Beton-Schlupf-Beziehung
lieren. Aus der Gleichgewichtsbetrachtung (Abb. 3.6) ergeben sich folgende Beziehungen:
dσs(x) = τb(x, s)
Us
As
dx, (3.33)
dσc(x) = −τb(x, s)Us
Ac
dx = −dσs(x)As
Ac
dx. (3.34)
Die Kontinuita¨tsbedingung gibt die Verformungsbeziehung als Relativverschiebung
(Schlupf) zwischen Stahl und Beton wieder:
s(x) = vs(x)− vc(x). (3.35)
Die Verbundspannung τb(x, s), deren Verlauf von der Relativverschiebung s sowie von der
Entfernung vom Rißufer x abha¨ngt, steigt am Rißufer steil an, klingt aber rasch wieder ab.
Die Verbundspannung verschwindet, wenn die Relativverschiebung Null ist. Die La¨nge,
in der die Verbundspannung aktiv ist, wird als Einleitungsla¨nge lt bezeichnet. Innerhalb
dieser Einleitungsla¨nge werden die Stahlspannungen vom Rißufer her abgebaut und die
Zugspannungen im Beton nehmen zu. Außerhalb der Einleitungla¨nge befinden sich Stahl
und Beton im starren Verbund.
Prinzipielle Mechanismen dieser Spannungsu¨bertragung in einem Rißelement sind an
Hand der unten dargestellten Beziehungen in Abbildung 3.7 gezeigt. Integriert man die
obigen Gleichungen (3.33), (3.34) und (3.35) u¨ber den halben Rißabstand srm/2, so lassen
sich die Spannungsverla¨ufe im Stahl σs(x) und im Beton σc(x) sowie der Schlupfverlauf
s(x) in einem durch zwei Risse begrenzten Bereich (Rißelement) wie folgt darstellen:
σs(x) = σs(x = 0) +
Us
As
∫ srm/2
x=0
τb(x, s)dx, (3.36)
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Abbildung 3.7: Prinzip der Spannungseinleitung in einem Rißelement
σc(x) = σc(x = 0)− (σs(x)− σs(x = 0))As
Ac
, (3.37)
s(x) =
∫ srm/2
x=0
εs(x)dx−
∫ srm/2
x=0
εc(x)dx. (3.38)
Im anfa¨nglichen Rißbildungsstadium (Erstrißbildung) entstehen unregelma¨ßige Risse mit
großen Absta¨nden, so daß die Kraftu¨bertragung zwischen Stahl und Beton innerhalb
der Einleitungsla¨nge durch keinen anderen Riß beeinflußt wird. Nach der sukzessiven
Rißbildung bei zunehmender Beanspruchung stabilisiert sich die Rißbildung. Die Risse
liegen so eng zusammen, daß an keiner Stelle mehr starrer Verbund herrscht. Die
Einleitungsla¨ngen u¨berschneiden sich (abgeschlossene Erstrißbildung). In diesem Rißbil-
dungsstadium ko¨nnen sich eventuell weitere Risse ausbilden, wenn die Einleitungsla¨nge
ausreichend groß ist, so daß die sich aufbauende Betonspannung die Betonzugfestigkeit
zwischen zwei Rissen u¨berschreitet.
Betrachtet man die Stahlspannung σsr (-dehnung εsr) nicht im Rißquerschnitt, sondern im
Rißelement, so ist die mittlere Stahlspannung σsm (-dehnung εsm) gegenu¨ber derjenigen
im Rißquerschnitt um das Maß der Mitwirkung des Betons ∆σ (∆ε) abgebaut. Somit wird
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das Bauteil gegenu¨ber der alleinigen Betrachtung des Rißquerschnittes versteift (Zugver-
steifung, Tension-Stiffening). Bei dem oben erwa¨hnten Kraftu¨bertragungsmechanismus
vom Stahl auf den Beton sind fu¨r das Maß des TS-Effektes in erster Linie der Rißabstand
und die zugeho¨rige Einleitungsla¨nge im jeweiligen Beanspruchungszustand entscheidend.
Diese werden unter anderem von folgenden Faktoren wesentlich beeinflußt:
• Verbund: Verbundeigenschaften sind stark von der Betondruckfestigkeit fc sowie
von der bezogenen Rippenfla¨che fr des Bewehrungsstahls abha¨ngig.
• Stahldurchmesser: Ein kleinerer Stabdurchmesser bei gleicher Stahlmenge liefert
eine gro¨ßere Stahloberfla¨che, wodurch sich der Verbundeffekt vergro¨ßert.
• Betonzugfestigkeit: Die Betonzugfestigkeit fct wird u.a. von der Betondruckfestigkeit
fc und der Bauteildicke beeinflußt.
• Bewehrungsgrad: Der effektive Bewehrungsgrad ρeff definiert sich durch das
Verha¨ltnis der Bewehrungsmenge As zur mitwirkenden Betonfla¨che Ac,eff , die von
der Betondeckung abha¨ngig ist.
An dieser Stelle ist noch zu erwa¨hnen, daß die Betonzugfestigkeit fc und der Beweh-
rungsgrad ρ in Bezug auf den gesamten Querschnitt mit der Art der Beanspruchung
(Biegung mit Zug oder Druck) zusammen die Rißstahlspannung bestimmen. Die Riß-
stahlspannung (Stahlspannung im Rißquerschnitt beim Auftreten des ersten Risses) ist
ein ausschlaggebender Faktor, der den TS-Effekt vom Erstrißbildungsstadium bis zum
plastischen Dehnungsbereich bestimmt.
3.5.3 Tension-Stiffening-Modell
In der vorliegenden Arbeit baut das TS-Modell auf dem Stahlmodell auf. Dabei basiert
die Formulierung auf einem eindimensionalen Zugstabmodell, welches na¨herungsweise
dem gezogenen Rand eines Biegebalkens entspricht. Die Scheibenwirkung zwischen den
Rissen wird nicht beru¨cksichtigt. Das Modell beschreibt sa¨mtliche Rißbildungsbereiche
einschließlich des plastischen Bereichs des Stahls. Der Einfluß des Tension-Stiffenings
infolge Ent- und Wiederbelastung nach der Plastizierung des Stahls wird nicht be-
trachtet, da der Einfluß im Vergleich zu dem vorhandenen Mitwirkungsmaß infolge der
Plastizierung des Stahls und zu der gesamten Dehnung nicht von Bedeutung ist.
Fu¨r den Modellaufbau wurde das iterative Rechenkonzept von Tassios & Yannopoulos
(1981),Eligehausen, Popov & Bertero (1983) herangezogen. Der wesentliche Vorteil dieses
Konzeptes liegt darin, daß sich die differentielle Verbundgleichung mit beliebig kompli-
zierten Verbundgesetzen durch sogenannte “Step-by-Step-Integration” einfach numerisch
lo¨sen la¨ßt. Damit wird die Auswahl der anzuwendenden Verbundgesetze nicht beschra¨nkt.
Fu¨r monotone Beanspruchung wurde das ortsabha¨ngige komplexe Verbundmodell von
Kreller (1990) angewendet, das sowohl fu¨r den quasi verbundfreien rißnahen Bereich als
auch fu¨r großen Schlupf Gu¨ltigkeit besitzt. Damit wird die U¨berlegung der La¨nge des
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verbundfreien Bereichs (2ds - 3ds), der vom Stahlspannungsniveau stark abha¨ngig ist,
u¨berflu¨ssig.
Fu¨r zyklische Beanspruchung hingegen wurde das Verbundmodell von Tue (1993) u¨ber-
nommen, da es gegenu¨ber anderen zyklischen Verbundmodellen, wie die beispielsweise im
CEB 210 (1991) vorgestellten Modelle Eligehausen, Popov & Bertero (1983), Morita & T.
(1973), Tassios (1979), Hawkins (1982) und Bala´zs (1991), fu¨r den Gebrauchslastbereich
geeignet ist.
3.5.3.1 Konzept des Modellaufbaus
Das bereits im Abschnitt 3.4 beschriebene Materialgesetz des Stahls wird als eine neue
multi-lineare Spannungs- und Dehnungsbeziehung modifiziert. Dabei werden die charak-
teristischen Stu¨tzstellen bestimmt, die beliebig zu wa¨hlen sind. Die Stahlspannung oder
-dehnung im Rißquerschnitt wird an den Stu¨tzstellen als bekannt oder vorab bestimmbar
vorausgesetzt und die fehlende Gro¨ße wird durch das im na¨chsten Abschnitt dargestellte
Berechnungsmodell iterativ ermittelt. Im anderen Fall wird mehrfacher numerischer
Aufwand verlangt. Die Qualita¨t des Modells ist von der Anzahl der gewa¨hlten Stu¨tzstellen
abha¨ngig und ist somit unmittelbar mit dem numerischen Rechenaufwand gekoppelt.
Aus diesem Aspekt wurden fu¨nf Stu¨tzstellen fu¨r die monotone Belastung gewa¨hlt. Dies
sind die Punkte (εsm,σsr) mit den Rißstahlspannungen σsr,5%, σsr,50%, σsr,95% sowie der
Streckgrenze fy und der Bruchspannung ft. Hierin bezeichnet σsr,η% die Stahlspannung
im Riß, die das Auftreten des Erstrisses beim Erreichen der η%-Fraktile der Betonzugfe-
stigkeit erzeugt. Dabei wird angenommen, daß der Beton beim Erreichen der 5%-Fraktile
der Betonzugfestigkeit reißt, und die Erstrißbildung beim Erreichen der 95%-Fraktile
abgeschlossen wird.
Selbst bei monoton steigenden a¨ußeren Belastungen ko¨nnen durch Spannungsum-
lagerung lokale Bereiche entlastet werden. Der Entlastungsvorgang wird durch vier
charakteristische Punkte und deren lineare Verbindungen beschrieben. Die gewa¨hlten
Stu¨tzstellen charakterisieren sich durch
• die Stahlspannung σsr, die mit der mittleren Spannung σsm identisch ist (σsr = σsm),
• die Stahlspannung σsr = 0 bei vollsta¨ndiger Entlastung ,
• die in Bewehrungsrichtung transformierte Anfangskontaktdehnung εrc aus dem Be-
tonmodell (Gl.3.25) und
• den Ursprungspunkt (0,0).
Bei der Bestimmung des ersten Punktes (σsr = σsm) muß die Stahlspannung aus der
Bedingung σsr = σsm zusa¨tzlich aufgefunden werden. Dies erfolgt durch ineinander
geschachtelte Iterationen. Bei vollsta¨ndiger Entlastung σsr = 0 eines Rißelements kehren
die Spannungen und Dehnungen innerhalb des Elementes nicht auf Null zuru¨ck, sondern
bleiben, infolge des negativ wirkenden Reibungsverbundes, mit positivem Wert erhalten.
Betrachtet man den Rißschließungsvorgang des Betons, so muß die im Rißquerschnitt
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Abbildung 3.8: Modifizierte Stahlkennlinie
vorhandene momentane Kontaktspannung beru¨cksichtigt werden. Aufgrund des kompli-
zierten Verbundverhaltens beim Rißschließungsvorganges werden der dritte und vierte
Punkt eingefu¨hrt und beide linear verbunden.
Bei Wiederbelastung wird der Punkt bestimmt, der das Spannungsniveau σsr,en auf der
Erstbelastungskurve vor der Entlastung aufweist. Die Verbindungslinie dieses Punktes
mit dem Ursprungspunkt (0,0) stellt den Wiederbelastungspfad dar. Beim einem ho¨heren
Spannungsniveau wird die Erstbelastungskurve weiter verfolgt.
Somit sind alle charakteristischen Stu¨tzstellen definiert, deren lineare Verbindungen die
neue Spannungs- und mittlere Dehnungsbeziehung fu¨r monotone und zyklische Beanspru-
chung bilden. Wie oben bereits erwa¨hnt, wird der Einfluß der Ent- und Wiederbelastung
nach der Plastizierung des Stahls auf den TS-Effekt vernachla¨ssigt. Die modifizierte Stahl-
kennlinie ist in Abbildung 3.8 dargestellt.
3.5.3.2 Berechnungsmodell
Im folgenden wird das iterative Berechnungsmodell fu¨r die Bestimmung der im vorhe-
rigen Abschnitt definierten Stu¨tzstellen beschrieben. Durch Einfu¨hrung der “Step-by
Step-Integration” fu¨r die Integralgleichungen (3.36) - (3.38) werden der Spannungs-, Deh-
nungsverlauf sowie der Verlauf der Relativverschiebung in einem Rißelement bestimmt.
(Abb. 3.9)
Gesucht ist die mittlere Stahldehnung fu¨r das betrachtete Rißelement. Die Stahlspannung
im Riß σsr und die Rißelementla¨nge (Rißabstand srm) werden als bekannt vorausgesetzt.
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Ist der Stahlspannungsverlauf im betrachteten Rißelement bekannt, so ist auch der
Dehnungsverlauf und damit die mittlere Dehnung bekannt.
Bei der numerischen Integration wird das Rißelement in a¨quidistante Bereiche unterteilt.
Mit dem angewendeten Verbund-, Stahl- und Betonmodell wird die Integration schritt-
weise durchgefu¨hrt, indem die Verbundspannung bereichsweise als konstant angenommen
wird, wa¨hrend die anderen Gro¨ßen linear approximiert werden. Die gescha¨tzte Relativver-
schiebung im Riß (x = 0) wird iterativ verbessert. Verschwindet die Relativverschiebung
in der Mitte des Rißelementes (x = srm/2), ist die Iteration abgeschlossen. Die u¨ber die
Rißelementla¨nge gemittelte Stahldehnung ist die gesuchte mittlere Dehnung, und der
doppelte Schlupf im Riß entspricht dann der Rißbreite.
Bei der Iteration muß in jedem Berechnungspunkt kontrolliert werden, ob die Betondeh-
nung bzw. -spannung kleiner oder gleich der Stahldehnung bzw. Betonzugfestigkeit ist.
Im folgenden wird das oben beschriebene Berechnungsmodell vom Ablauf schematisch
zusammengefaßt (vgl. Abb. 3.9).
Bekannt sind die Stahl- und Betonspannung im Riß (i = 0) σ0s = σsr, σ
0
c = 0 sowie der
Rißabstand srm.
1. Unterteilung der halben Rißelementla¨nge srm/2 in Absta¨nde ∆x,
2. Abscha¨tzung des Schlupfs im Rißquerschnitt s0,
3. Ablesung der Verbundspannung τb(s
0, x0 = 0) vom Verbundgesetz,
4. Berechnung der Stahlspannung im Berechnungspunkt i:
σi+1s = σ
i
s −
Us
As
τb(s
i, xi)∆x, (3.39)
5. Berechnung der Stahldehnung im Berechnungspunkt i,
6. Berechnung der Betonspannung im Berechnungspunkt i:
σi+1c = σ
i
c − (σi+1s − σis)
As
Ac
, (3.40)
7. Berechnung der Betondehnung im Berechnungspunkt i,
8. Kontrolle, ob εs ≥ εc sowie σc ≤ fct,
9. Berechnung des Schlupfs im Berechnungspunkt i:
si+1 = si − (εi+1s + εis)
∆x
2
+ (εi+1c + ε
i
c)
∆x
2
, (3.41)
10. Kontrolle, ob sn = 0. Wenn nein, zuru¨ck zu Schritt 2,
11. Berechnung der mittleren Stahldehnung εsm und der Rißbreite 2s
0.
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Abbildung 3.9: Rechenschema: schrittweise Integration
Fu¨r den a¨quidistanten Berechnungsabstand ∆x wird der Stabdurchmesser ds angesetzt,
da das angewendete ortsabha¨ngige Verbundgesetz von Kreller in Abha¨ngigkeit von ds
dargestellt ist. Fu¨r die Betonquerschnittsfla¨che Ac muß die Mitwirkungszone (effektive
Fla¨che des Betonquerschnittes) angesetzt werden. Die effektive Mitwirkungsho¨he heff
wurde abweichend vom Vorschlag im CEB-FIP Model Code (1990) heff = 2.5(c + ds/2)
nach Gergely & Lutz (1968) mit heff = 2.0(c + ds/2) angenommen, da bei numeri-
schen Voruntersuchungen damit bessere Ergebnisse erzielt wurden. Fu¨r die zyklische
Berechnung werden der bisher maximal erreichte Schlupf und die dazugeho¨rige Verbund-
spannung in jedem Berechnungspunkt abgespeichert. Beim zyklischen Vorgang wird der
eingestellte Rißabstand bei der Erstbelastung festgehalten.
Im folgenden werden die im Berechnungsmodell als bekannt vorausgesetzten Ein-
gangsgro¨ßen Stahlspannung im Riß und Rißabstand diskutiert.
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Rißstahlspannung
Die von der Betonzugfestigkeit abha¨ngigen Rißstahlspannungen berechnen sich un-
ter reiner Zugbeanspruchung zu
σsr,η% =
fct,η%
ρ
+ fct,5%
Es
Ec
, (3.42)
wobei der Bewehrungsgrad ρ auf den gesamten Betonquerschnitt bezogen ist.
Da bei der Anwendung des Mehrschichtenmodells der Beton, mit Ausnahme der reinen
Zugbeanspruchung, nicht schlagartig wie beim Biegeversuch, sondern in Abha¨ngigkeit
von Lastinkrementen allma¨hlich schichtenweise reißt, ist die Rißstahlspannung selbst
bei reiner Biegebeanspruchung numerisch nicht klar definierbar. Daru¨ber hinaus la¨ßt
sich auch bei kombinierten Beanspruchungen (Biegung mit Zug oder Druck) die Riß-
stahlspannung nicht einfach bestimmen. Obwohl die Gro¨ße der Rißstahlspannung ein
ausschlaggebender Faktor ist, der den TS-Effekt vom Erstrißbildungsstadium bis zum
plastischen Dehnungsbereich bestimmt, wurde daru¨ber a¨ußerst selten berichtet.
Das iterative Berechnungskonzept von Noakowski (1988) stellt einen zuverla¨ssigen
Weg mit akzeptablem Rechenaufwand dar. Diese Vorgehensweise findet jedoch bei der
Anwendung auf die Analyse von allgemeinen Fla¨chentragwerken ihre Grenzen. Das
momentane Verha¨ltnis von Biege- zu Normalbeanspruchung ist wa¨hrend der Iteration des
Gleichgewichtes nicht bekannt. Das gleiche Verha¨ltnis vom letzten Gleichgewichtzustand
ist nur anwendbar, wenn sich dieses Verha¨ltnis in Abha¨ngigkeit der Belastungsgeschichte
nur allma¨hlich a¨ndert. Wegen der verformungsbedingten schlagartigen A¨nderung des
lokalen Beanspruchungszustandes bei der Schalenanalyse kann dieser Weg somit nicht
beschritten werden. Ebenso ist der Ansatz von Meiswinkel & Rahm (1999) nur bedingt
anwendbar.
Basierend auf Meiswinkel & Rahm wurde hier vereinfachend die entstandene Rißtiefe triss
im Erstrißbildungsstadium fu¨r die Bestimmung der Rißstahlspannung zugrunde gelegt.
Mit der Betrachtung beider Grenzfa¨lle fu¨r den Betonquerschnitt “nicht gerissen” und
“durchgerissen” ist lediglich der Bewehrungsgrad ρ in der Gleichung (3.42) zu a¨ndern.
Die Abha¨ngigkeit vom Beanspruchungszustand beinhaltet somit den auf die Rißtiefe be-
zogenen Bewehrungsgrad ρriss, der sich bezogen auf 1 m Breite wie folgt ergibt:
ρriss =
as
hriss
mit hriss = 0.5 h
triss
h
= 0.5 triss. (3.43)
Da die Rißtiefe sich sta¨ndig mit der Beanspruchung a¨ndert, wird die Rißstahlspannung
im Erstrißbildungsstadium neu ermittelt. Sobald dieses Stadium verlassen wird, wird die
zuletzt ermittelte Rißstahlspannung festgehalten.
Rißabstand
Fu¨r die Festlegung der Rißelementla¨nge wurde das Rißbildungsmodell von Kreller
(1990) u¨bernommen. Das Modell basiert auf der statistischen Herleitung des Rißab-
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Abbildung 3.10: Zuordnung des Rißbildungsgrades nach Schwennicke (1983)
standes von Meier (1983), der Gaußschen Normalverteilung der Zugfestigkeit nach
Koch (1976) sowie der Zuordnung zwischen dem Rißbildungsgrad ξ und der aktuellen
Betonzugspannung von Schwennicke (1983). Nach dem in Abbildung 3.10 dargestellen
Zusammenhang zwischen Rißbildungsgrad und Betonspannung erreicht die Betonzug-
spannung bei ξ = 1 die 95%-Fraktile der Betonzugfestigkeit fct,95%, wa¨hrend ξ = 0
den U¨bergang vom ungerissenen Zustand hin zum Auftreten des ersten Risses bei der
Betonspannung fct,5% darstellt.
Im Erstrißbildungsstadium entstehen Risse mit unterschiedlich großen Absta¨nden, so daß
sich die Einleitungsla¨ngen lt teilweise u¨berschneiden. Nach dem gedanklichen Umordnen
des Rißbildes in einen ungerissenen Bereich und in einen gerissenen Bereich wird die
Bestimmungsgleichung des mittleren Rißabstand zu
sIrm(ξ) =
1
ξ
(2.0− 0.69ξ) lt(ξ) (3.44)
definiert, wobei der mittlere Rißabstand beim Erreichen der abgeschlossenen Erstrißbil-
dung (ξ = 1) nach Meier zugrunde gelegt wurde:
sIrm(ξ = 1) = 1.31 lt(ξ). (3.45)
Die lastabha¨ngige Einleitungsla¨nge lt(ξ) in Gleichung (3.44) wird mit der bereits
dargestellten Berechnung ermittelt. Die Rißelementla¨nge hierfu¨r wird ausreichend groß
gewa¨hlt, damit die Einleitungsla¨nge von der gewa¨hlten Elementla¨nge nicht beeinflußt
wird. Wenn die Iteration abgeschlossen ist, wird der Zustand s = 0 nicht nur in der Mitte
des Rißabstandes erreicht, sondern auch in den Berechnungspunkten, die den starren
Verbundzustand aufweisen. Der Abstand vom Rißufer bis zum ersten Punkt, in dem die
Relativverschiebung verschwindet, stellt die Einleitungsla¨nge lt dar.
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Ist die Erstrißbildung abgeschlossen, ko¨nnen weitere Risse auftreten. Fu¨r diesen Rißbil-
dungszustand wurde eine vereinfachte Annahme getroffen, welche auf dem Rißabstand
sIrm(ξ = 1) und der Einleitungsla¨nge lt(ξ = 1) beim Erreichen der 95%-Fraktile der
Betonzugfestigkeit basiert. Der Rißabstand sIrm(ξ = 1) wird mit dem Verha¨ltnis der Ein-
leitungsla¨nge lIIt (ξ = 1) bei der aktuellen Stahlspannung im Riß zur Basiseinleitungsla¨nge
reduziert:
sIIrm = s
I
rm(ξ = 1)
lIIt (ξ = 1)
lt(ξ = 1)
. (3.46)
3.5.3.3 Monotones Verbundgesetz
Das angewendete ortsabha¨ngige Verbundgesetz fu¨r monoton steigende Beanspruchung
von Kreller (1990) ist in Abbildung 3.11 dargestellt. Die Verbundspannungs- und
Schlupfbeziehung variiert in Abha¨ngigkeit der Entfernung des Berechnungspunktes vom
Rißquerschnitt. Diese Entfernung wird durch den vielfachen Stabdurchmesser dargestellt,
und daraus entsteht die gesamte Beziehung aus sechs Kurven. Ab der Entfernung vom
fu¨nffachen Stahlstabdurchmesser bleibt die sechste Kurve unvera¨ndert.
Im folgenden wird die Verbundspannungs- und Schlupfbeziehung in Verbundbereich I
nach DIN 1045 (1988) in der Entfernung x ≥ 5ds vom Rißufer repra¨sentativ dargestellt:
τl(0 ≤ s ≤ s1) = τmax
(
s
s1
)α
, (3.47)
τl(s1 < s ≤ s2) = τmax, (3.48)
τl(s2 < s ≤ s3) = τf − τmax
s3 − s2 (s− s2) + τmax, (3.49)
τl(s3 < s) = τf . (3.50)
Die Parameter der einzelnen sechs Kurven sind der Abbildung 3.12 zu entnehmen.
3.5.3.4 Zyklisches Verbundgesetz
Fu¨r zyklische Beanspruchungen wurde das Verbundgesetz von Tue (1993) gewa¨hlt (Abb.
3.13). Aufgrund der einheitlichen Formulierung des Reibungsverbundes fu¨r monotone
und zyklische Belastung wurde das Verhalten des Reibungsverbundes nach Eligehausen,
Popov & Bertero (1983) beru¨cksichtigt. Die Beschreibung der Verbundspannungs- und
Schlupfbeziehung lautet fu¨r den Entlastungsvorgang mit den Parametern aus Tabelle
3.1:
τunl = τmax
(
s
smax
)u1
+ τfo
smax − s
smax
1
(rn + 1)
u2 . (3.51)
Dabei sind smax, τmax jeweils die bisher erreichten maximalen Werte des Schlupfs und
der Verbundspannung im betrachteten Punkt, wa¨hrend τfo den maximalen negativen
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Abbildung 3.11: Lokales Verbundmodell [Kreller 1990]
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Abbildung 3.12: Parameter des Verbundgesetzes [Kreller 1990]
Reibungsverbund bei s = 0 angibt. Der Faktor rn, der von der Lastspielzahl Lw abha¨ngig
ist, berechnet sich zu
rn = log(10Lw) +
Lw
20000
. (3.52)
Die Abminderung der Reibung infolge wiederholter Belastung wird durch den Term (rn+
1)u2 beru¨cksichtigt. Die Beschreibung der Wiederbelastung erfolgt durch die Gleichungen:
τrel =
(
1− τf0
τr0
)
τr0 + τf0 < τl(s), (3.53)
3.5 Verbundmodell 57
Q      2  &    " $ +
,  $    $ 
  &    " $ +
Q      2  &    " $ +
% $  &    " $ +

 

 


 
" $ &

  &

2
. -
 $
 $
 

 
  $ 

7

7 

  &

" $ &

% $  &    " $ +


Abbildung 3.13: Zyklisches Verbundgesetz, basierend auf Tue (1993)
τr0 = r1
τmax
(rn + 1)
r2
(
s
smaxr3
)r4
, (3.54)
τf0(smax ≤ 0.5s3) =
(
9
5
smax
s3
+ 0.1
)
τf , (3.55)
τf0(smax > 0.5s3) = τf , (3.56)
wobei τf die Reibungsspannung fu¨r den Schlupf s3 im monotonen Verbundgesetz bezeich-
net.
βw[N/mm
2] u1 u2 r1 r2 r3 r4
24 11.20 0.03 1.06 0.06 1.01 5.60
54 4.50 0.03 1.01 0.05 1.03 2.80
Tabelle 3.1: Parameter des zyklischen Verbundgesetzes [Tue 1993]
3.5.4 Erweiterung auf 2-D
Der bisher beschriebene Modellaufbau der Stahlkennlinie basiert auf der Betrachtung
des eindimensionalen Falls. Beim ebenen Spannungszustand mu¨ssen die prinzipiellen
Mechanismen der Spannungsu¨bertragung zwischen Stahl und Beton unvera¨ndert blei-
ben. Fu¨r die Beru¨cksichtigung des TS-Effekts in beliebiger Beanspruchungsrichtung
gegenu¨ber der Bewehrungsrichtung mu¨ssen weitergehende U¨berlegungen erfolgen.
Bezu¨glich des hier angewendeten Rechenmodells ha¨ngt die Gu¨te der Rechenergebnis-
se in erster Linie von den Eingangsgro¨ßen, der Rißstahlspannung und dem Rißabstand ab.
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Nach dem angewendeten Rißkriterium entsteht ein Riß senkrecht zur Hauptzugspannungs-
richtung, die von den orthogonalen Netzbewehrungsrichtungen x, y jeweils um den Winkel
θ bzw. π/2 − θ abweicht. Vernachla¨ssigt man vereinfachend die Dehnung in der ungeris-
senen zweiten Hauptspannungsrichtung, so berechnet sich im ebenen Spannungszustand
die Rißstahlspannung aus der Gleichgewichtsbetrachtung im Rißquerschnitt, z.B. fu¨r die
Bewehrung in x-Richtung mit einer konstanten Betonzugfestigkeit fct zu
σsx =
hfct cos
2 θ
ax cos4 θ + ay sin
4 θ
+ fct cos
2 θ
Es
Ec
. (3.57)
Dabei bezeichnet ax die Bewehrungsmenge in x-Richtung und h die Dicke des Bauteils.
Wird der auf die Rißtiefe bezogene Bewehrungsgrad ρriss (Gl. (3.43)) und die Streuung
der Betonzugfestigkeit eingefu¨hrt, so kann die Gleichung (3.57) in der gleichen Form wie
die Gleichung (3.42) ausgedru¨ckt werden:
σsx =
f ∗ct,η%
ρriss,x
+ f ∗ct,η%
Es
Ec
(3.58)
mit
f ∗ct = fct cos
2 θ, ρriss,x =
1
hriss
(ax cos
4 θ + ay sin
4 θ). (3.59)
Die Gleichung (3.58) liefert bei θ = 0 das gleiche Ergebniss wie im eindimensionalen Fall.
Fu¨r die Bewehrung in y-Richtung mu¨ssen lediglich sin θ und cos θ miteinander vertauscht
werden.
Auch die Ermittlung des Rißabstandes im vorherigen Abschnitt basiert auf dem eindimen-
sionalen Fall, weshalb weitere U¨berlegungen notwendig sind. Die Bestimmungsgleichung
im CEB-FIP Model Code (1990) ist nur eine grobe Na¨herung und der Rißabstand
wird damit erheblich unterscha¨tzt. Die angegebene Gleichung dient hauptsa¨chlich zur
Rißbreitenermittlung mit einer Nachlaufberechnung.
Im folgenden wird die grundlegende Annahme getroffen, daß die hauptbeanspruchte
Bewehrungslage (Hauptlage) den Rißabstand bestimmt. Die anderen Bewehrungslagen
(Sekunda¨rlagen) mu¨ssen sich diesem Rißabstand anpassen. Den Einfluß der Sekunda¨rla-
gen beinhaltet dabei die Rißstahlspannung aus Gleichung (3.58). Fu¨r die vorab bestimmte
Hauptlage wird zuerst, entsprechend dem im vorherigen Abschnitt vorgestellten Re-
chenablauf, die modifizierte Stahlkennlinie aufgebaut. Anschließend werden die dabei
ermittelten Rißabsta¨nde in den charakteristischen Punkten in die jeweiligen Richtungen
der Sekunda¨rlagen transformiert.
Entstehen zwei Risse, so la¨ßt sich die Rißstahlspannung wie beim eindimensionalen
Fall berechnen. Die obige Annahme fu¨r den Rißabstand gilt jedoch nicht mehr, weil
ein solcher Fall bei den in der vorliegenden Arbeit zu untersuchenden Tragwerken
vorwiegend unter Temperaturbeanspruchung auftritt, und die Risse dabei senkrecht
zur Bewehrungsrichtung entstehen. Daher wurde die Entwicklung des Rißabstandes
vereinfacht wie beim eindimensionalen Fall angenommen.
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Die ermittelten Rißbreiten entsprechen dem doppelten Schlupf in der Bewehrungsrichtung
und werden daher in die Rißrichtung transformiert.
3.6 Achsentransformation der Werkstoffgesetze
Die bisher formulierten Werkstoffgesetze sind richtungsabha¨ngig. Das Betonverhalten wur-
de in Hauptspannungsrichtungen beschrieben, wa¨hrend die Rißrichtung in Hauptdeh-
nungsrichtung definiert wurde. Der Bewehrungsstahl unter Beru¨cksichtigung des Tension-
Stiffening-Effekts wurde in Bewehrungsrichtung formuliert. Im folgenden werden die Vor-
schriften fu¨r die Hauptachsentransformation der Komponenten (γαβ, τ
αβ, Cαβρλ) der me-
chanischen Variablen, Verzerrungs-, Spannungs- und Werkstofftensor mit dem Winkel α
angegeben:
γ¯αβ =
∂θρ
∂θ¯α
∂θλ
∂θ¯β
γρλ, γαβ =
∂θ¯ρ
∂θα
∂θ¯λ
∂θβ
γ¯ρλ, (3.60)
τ¯αβ =
∂θ¯α
∂θρ
∂θ¯β
∂θλ
τ ρλ, ταβ =
∂θα
∂θ¯ρ
∂θβ
∂θ¯λ
τ¯ ρλ, (3.61)
C¯αβρλ =
∂θ¯α
∂θν
∂θ¯β
∂θε
∂θ¯ρ
∂θσ
∂θ¯λ
∂θδ
Cνεσδ, Cαβρλ =
∂θα
∂θ¯ν
∂θβ
∂θ¯ε
∂θρ
∂θ¯σ
∂θλ
∂θ¯δ
C¯νεσδ. (3.62)
Dabei bezeichnet der Kopfzeiger ( ¯· · ·) die Variablen in den Hauptspannungs- bzw. Haupt-
dehnungsrichtungen. Die Vorschriften der Koordinatentransformationen lauten mit der
Determinante A und den Komponenten der Metriktensoren Aij bzw. A
ij
∂θ1
∂θ¯1
=
1√
A11
(
cosα− A12√
A
sinα
)
,
∂θ2
∂θ¯1
=
√
A22sinα, (3.63)
∂θ1
∂θ¯2
= − 1√
A11
(
sinα +
A12√
A
cosα
)
,
∂θ2
∂θ¯2
=
√
A22cosα (3.64)
bzw.
∂θ¯1
∂θ1
=
√
A11cosα,
∂θ¯1
∂θ2
=
1√
A22
(
sinα +
A12√
A
cosα
)
, (3.65)
∂θ¯2
∂θ1
= −
√
A11sinα,
∂θ¯2
∂θ2
=
1√
A22
(
cosα− A12√
A
sinα
)
. (3.66)
Ermittelt wird der Winkel zwischen der Koordinatenachse θ1 und der Richtung der Haupt-
spannung durch
tan2α =
2
√
Aτ 21
τ11 − Aτ 22 (3.67)
bzw. der Hauptdehnung durch
tan2α =
2
√
Aγ21
γ11 − Aγ22 mit A = |Aαβ|. (3.68)
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Auch fu¨r das orthogonale Bewehrungsnetz gelten die obigen Vorschriften. Dabei bezeich-
net der Winkel α den Winkel zwischen den Bewehrungslagen und der konvektiven Koor-
dinate θ1.
3.7 Konzept zur numerischen Umsetzung
Die vorgestellten Werkstoffmodelle mu¨ssen in einer Programmiersprache numerisch
umgesetzt werden. Das komplexe zyklische Werkstoffverhalten durch den sta¨ndigen
Wechsel der Belastungsrichtungen (Erstbelastung, Entlastung und Wiederbelastung)
la¨ßt sich programmtechnisch nicht einfach programmieren. Wiederholende Abfragen
der Zustandsvariablen sind oft nicht vermeidbar, jedoch wird das Programm dadurch
unu¨bersichtlich und fehlerhaft. Daru¨berhinaus erschwert dies eine Erweiterung des
Programmes.
In dieser Arbeit wurden daher die Werkstoffmodelle nach dem wissensbasierten Konzept
Hansko¨tter (1994) mit der Anwendung der Graphentheorie eines Teilbereichs des Exper-
tensystems realisiert. Dabei wird nach der vorhandenen Logik der Modellbeschreibung
ein logischer Graph erstellt, in dem die Belastungs- und Entlastungsbereiche sowie Rand-
bedingungen lu¨ckenlos und eindeutig definiert sind. Mit Hilfe der Suchalgorithmen wird
der gu¨ltige Bereich nach dem logischen Graphen aufgefunden. Durch das Konzept wird
das Programm u¨bersichtlich, und eine Modifikation der Modellierung la¨ßt sich sehr ein-
fach vornehmen. Die Abbildung 3.14 stellt repra¨sentativ ein Beispiel des Graphen aus
Hansko¨tter dar.
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Abbildung 3.14: Graph des Werkstoffmodells [Hansko¨tter 1994]
3.8 Verifikation der Werkstoffmodellierung
Die bisher beschriebene numerische Modellierung des Werkstoffes Stahlbeton wird im
folgenden verifiziert. Zu diesem Zweck werden verschiedene Versuche numerisch simuliert,
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und deren Ergebnisse werden mit den experimentellen Meßwerten verglichen.
3.8.1 Tension-Stiffening-Modell
3.8.1.1 Versuche von Empelmann
Zur Beurteilung der Qualita¨t des Tension-Stiffening-Modells im elastischen Bereich
des Stahls wurden zwei zentrische Zugversuche von Empelmann (1995) nachgerechnet,
welche die Rißbildung und Steifigkeitsentwicklung von zentrisch beanspruchten Stahlbe-
tonzugko¨rpern untersuchen.
Der Versuchsko¨rper Z4 mit einem quadratischen Querschnitt von 12 cm x 12 cm wurde
jeweils in den Ecken mit einem Bewehrungsstab φ8 und mit einer Betonu¨berdeckung von
2 cm bewehrt. Somit betra¨gt der Bewehrungsgrad µ = 1.4 %.
Die Kennwerte der verwendeten Materialien sind:
Beton: Stahl:
Wu¨rfeldruckfestigkeit fc,w = 34.8 N/mm
2 Streckgrenze fy = 563.1 N/mm
2
Biegezugfestigkeit fct,b = 4.15 N/mm
2 Zugfestigkeit ft = 599.5 N/mm
2
Elastizita¨tsmodul Eb = 31747 N/mm
2 Elastizita¨tsmodul Es = 195000 N/mm
2
Bei der numerischen Analyse wurde die zentrische Betonzugfestigkeit nicht aus der an-
gegebenen Biegezugfestigkeit abgeleitet, sondern aus der durch den Versuch bekannten
Rißstahlspannung zuru¨ckgerechnet. Bei der Analyse wird die mittlere Betonzugfestigeit
fctm = 2.00 N/mm
2 mit einem Variationskoeffizient η = 10 % angesetzt.
Die in Abbildung 3.15 dargestellte Spannungs- und Dehnungsbeziehung des Stahls sowie
der mittlere Rißabstandsverlauf in Abha¨ngigkeit der Stahlspannung zeigen gute U¨berein-
stimmungen der numerischen Ergebnisse mit den experimentell gewonnenen Daten.
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Abbildung 3.15: Simulation des Versuchs von Empelmann (1995), Z4
Der zweite Vergleich erfolgt mit dem Versuchsko¨rper Z6, der einen doppelt so hohen Be-
wehrungsgrad von µ = 2.74 % aufweist. Dieser Versuchsko¨rper weist einen quadratischen
Querschnitt von 15 cm x 15 cm mit der Bewehrung zu 4φ14 jeweils in den Ecken und
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mit 2.5 cm Betonu¨berdeckung auf.
Die Eigenschaften des verwendeten Betons und des Stahls sind:
Beton: Stahl:
Wu¨rfeldruckfestigkeit fw = 30.5 N/mm
2 Streckgrenze fy = 591.7 N/mm
2
Biegezugfestigkeit fct,b = 3.90 N/mm
2 Zugfestigkeit fz = 662.8 N/mm
2
Elastizita¨tsmodul Eb = 29484 N/mm
2 Elastizita¨tsmodul Es = 195300 N/mm
2
Die angesetzte mittlere zentrische Betonzugfestigkeit betra¨gt fctm = 2.10 N/mm
2 mit
einem Variationskoeffizient η = 10 %.
Die Abbildung 3.16 zeigt die sehr gute U¨bereinstimmung von Simulation und Experiment.
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Abbildung 3.16: Simulation des Versuchs von Empelmann (1995), Z6
3.8.1.2 Versuch von Alvarez & Marti
Fu¨r die Verifikation des Tension-Stiffening-Modells im plastischen Bereich des Stahls
wurden die Versuche von Alvarez & Marti (1996) nachgerechnet. Dabei werden
mit unterschiedlich duktilem Stahl bewehrte Scheibenelemente zentrisch belastet.
Im folgenden wird der Versuch Z3, eine Wandscheibe mit den Abmessungen von
L/H/D = 3.0/1.0/0.22 m, simuliert. Die Scheibe ist mit hoch duktiler Bewehrung mit
einer Bruchdehnung von εb = 13 % bewehrt. Der Gesamtquerschnitt der Bewehrung
mit Durchmesser φ14 betra¨gt 21.56 cm2 (µ = 0.98 %), wobei die Betondeckung 3.8 cm
aufweist.
Da die Betonzugfestigkeit, der Elastizita¨tsmodul des Betons bzw. Stahls von Alvarez &
Marti nicht angegeben wurden, werden sie aus den Versuchsergebnissen abgeleitet. Die
Variation der Betonzugfestigkeit wird mit 10 % angenommen. Die Materialparameter sind:
Beton: Stahl:
Wu¨rfeldruckfestigkeit fw = 50.0 N/mm
2 Streckgrenze fy = 475.0 N/mm
2
Zentrische Zugfestigkeit fct,b = 2.10 N/mm
2 Zugfestigkeit ft = 600.0 N/mm
2
Elastizita¨tsmodul Eb = 34000 N/mm
2 Elastizita¨tsmodul Es = 198000 N/mm
2
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Abweichend zu dem im Abschnitt 3.5.3 dargestellten modifizierten Stahlmodell wird das
Modell fu¨r diese Simulation im plastischen Bereich durch die zusa¨tzliche Einfu¨gung von
zwei charakteristischen Berechnungspunkten (1.01fy, (fy + ft)/2) feiner abgebildet. In
Abbildung 3.17 sind die Ergebnisse der numerischen Simulation mit den experimentellen
Ergebnissen vergleichend dargestellt. Es zeigt sich eine gute U¨bereinstimmung der Ergeb-
nisse.
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Abbildung 3.17: Simulation des Versuchs von Alvarez & Marti (1996), Z3
3.8.1.3 Versuche von Gu¨nther
Fu¨r die Untersuchung des Verbundverhaltens unter monotoner, schwellender sowie lang
andauernder Belastung fu¨hrte Gu¨nther (1989) zahlreiche Versuche durch. Einer der Zug-
versuche unter exzentrischer Belastung (E03), der eine Belastungskombination von Zug-
und Biegebeanspruchung darstellt, wird im folgenden nachgerechnet. Hierbei wird ein
Versuchsko¨rper durch eine exzentrisch wirkende Zugkraft belastet.
Die in Gu¨nther angegebenen Daten fu¨r den Versuchsko¨rper sind:
Beton: Stahl:
Wu¨rfeldruckfestigkeit fc,w = 28.5 N/mm
2 Streckgrenze fy = 420.0 N/mm
2
Querschnitt (H/B) 13ds/7ds Querschnitt 1φ22
U¨berdeckung 3ds Exzentrizita¨t 3ds
Die Spannungs-Dehnungskurve in Abbildung 3.18(a) wurde mit einer mittleren Zugfe-
stigkeit des Betons von 2.20 N/mm2 berechnet, deren Variationskoeffizient η mit 20 %
angenommen wurde. Der gemessene mittlere Rißabstand aus 4 Versuchsproben unter
Gebrauchslastniveau, etwa bei einer Stahlspannung von 280 N/mm2, betra¨gt 285 mm,
wa¨hrend der aus der Simulation 222 mm aufweist.
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Abbildung 3.18: Simulation des Versuchs von Gu¨nther (1989), E03 und S21
Der zentrische Zugversuch (S21) unter schwellender Beanspruchung von Gu¨nther wurde
fu¨r die Verifikation der zyklischen Verbundformulierung herangezogen. Neben den ange-
gebenen Materialparametern variiert die mittlere Betonzugfestigkeit von 2.80 N/mm2
um 20 %.
Beton: Stahl:
Wu¨rfeldruckfestigkeit fc,w = 28.3 N/mm
2 Streckgrenze fy = 420.0 N/mm
2
Querschnitt (H/B) 7 ds/7 ds Querschnitt: 1φ22
U¨berdeckung 3ds
Abbildung 3.18(b) stellt die Meßwerte aus dem Experiment den numerischen Ergebnis-
sen vergleichend gegenu¨ber. Die zyklischen Be- und Entlastungskurven des Experimentes
sind aus U¨bersichtlichkeitsgru¨nden nicht dargestellt. Dargestellt sind lediglich die Umkehr-
punkte nach den 1. und 10. Lastwechseln. Als mittlerer Rißabstand aus 27 Versuchsproben
wurden 290 mm gemessen. Die numerische Berechnung ergibt einen mittleren Rißabstand
von 264 mm.
Es ist zu bemerken, daß die sog. verbleibende Dehnung von etwa 0.2 % nach vollsta¨ndiger
Entlastung hauptsa¨chlich auf die Formulierung des Rißschließungsprozesses im Betonmo-
dell zuru¨ckzufu¨hren ist.
3.8.1.4 Versuche von Peter
Die bisherige U¨berpru¨fung der Modellqualita¨t erfolgte in einer Dimension, womit das
reine Tension-Stiffening-Modell u¨berpru¨ft wurde. Bei der zweidimensionalen Analyse ist
dagegen die Beurteilung der Qualita¨t des formulierten TS-Modells nicht mehr mo¨glich,
da neben dem TS-Effekt die Schubverformung in der Scheibenebene durch die Drehung
der Hauptdehnungsrichtung eine wichtige Rolle spielt.
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Im folgenden werden die Versuche der Zugscheiben von Peter (1964) untersucht, wobei
die Scheibe schiefwinklig mit einem Winkel α zur Bewehrungsrichtung belastet wird.
Als Versuchsko¨rper wurden quadratische Stahlbeton-Scheiben mit den Abmessungen
von 1.60 m x 1.60 m gewa¨hlt. Die Auswertung wurde fu¨r den mittleren Plattenbereich
von 1.00 m x 1.00 m vorgenommen, um den Randsto¨rungseinfluß auszuschließen. Die
Scheiben wurden mit orthogonalen isotropen Netzbewehrungen versta¨rkt, bei denen der
Winkel zwischen Belastungs- und Bewehrungsrichtung variiert.
Im folgenden werden die Versuche fu¨r die Winkel α = 20◦ (s2r20) und α = 30◦ (s2r30)
numerisch simuliert. Die Daten der verwendeten Materialien sind unten angegeben.
Dabei weist der kaltverformte Stahl eine Bruchdehnung von 13 % auf.
Beton: Stahl:
Wu¨rfeldruckfestikeit fc,w = 34.8 N/mm
2 Streckgrenze fy = 415 N/mm
2
Biegezugfestigkeit fct,b = 4.15 N/mm
2 Zugfestigkeit ft = 599.5 N/mm
2
Elastizita¨tsmodul Eb = 31747 N/mm
2 Elastizita¨tsmodul Es = 195000 N/mm
2
Querschnitt(B/D/H) 1.00/1.00/0.08 m Querschnitt φ8, e = 0.1 m
Wie bei den bisherigen Nachrechnungen wurde die zentrische Betonzugfestigkeit aus
den experimentellen Ergebnissen abgeleitet. Die angesetzte Betonzugfestigkeit betra¨gt
1.75 N/mm2 und besitzt einen Variationskoeffizienten von 10 %.
Die Last-Stahldehnungskurven aus den Experimenten und den numerischen Analysen
fu¨r die betrachteten Fa¨lle (α = 20◦/30◦) sind in Abbildung 3.19 und 3.20 dargestellt.
Ausgewertet sind in Peter die Last-Stahldehnungsbeziehungen von drei Stahlsta¨ben an
jeweils 3 Meßstellen. Somit ergeben sich fu¨r jedes Lastniveau insgesamt 9 Meßwerte. Zur
u¨bersichtlichen Darstellung sind die experimentellen Ergebnisse durch zwei Bereichen -
Mittelwert- und Grenzwertbereich - abgebildet. Der erste stellt die gemittelten Meßwerte
an jedem Stahlstab unter der jeweiligen Laststufe dar, wa¨hrend der maximale und mini-
male Meßwert den Grenzbereich abbildet. In den beiden Abbildungen sind die Kurven aus
den Simulationen lediglich unterhalb den gemessenen Versagenslasten dargestellt, obwohl
die numerisch gewonnenen Kurven mit der ausgepra¨gten Plastizierung des Stahls weiter
ausgedehnt sind.
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Abbildung 3.19: Simulation des Versuch, s2r20 (α = 20◦/70◦) [Peter 1964]
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Abbildung 3.20: Simulation des Versuch, s2r30 (α = 30◦/60◦) [Peter 1964]
3.8.2 Stahlbetonmodell
Im folgenden werden drei experimentelle Versuche numerisch simuliert. Die Ergebnisse
werden mit denen von anderen Autoren und dem Experiment verglichen. Dabei wird
die in der Literatur angegebene Betonzugfestigkeit einheitlich als 5 %- Fraktilwert bei
einer Variation von 10 % angesetzt. Wegen der fehlenden plastischen Eigenschaften des
Bewehrungsstahls werden die Materialparameter fu¨r den plastischen Bereich sinngema¨ß
u¨bertragen.
3.8.2.1 Einfeldtra¨ger unter Einzellast
Bresler & Scordelis (1963) fu¨hrten eine Versuchsreihe an Stahlbetonbalken durch. Aus
dieser Versuchsreihe wurde der Biegebalken B3 ausgewa¨hlt. Wegen des relativ hohen
Bewehrungsgrades von 5.2 % im gezogenen halben Querschnitt, ist in dem Versuch das
einachsiale Betonverhalten im Vergleich zum Tension-Stiffening-Effekt maßgebend.
In Abbildung 3.21(a) sind die Abmessungen und Materialdaten angegeben, wobei in
der numerischen Analyse das plastische Verhalten des Stahls mit einer 1/1000-fachen
tangentialen Anfangssteifigkeit und mit einer Bruchdehnung von 5 % abgebildet wurde.
Abbildung 3.21(b) zeigt die Verformungskurven in Abha¨ngigkeit von der Versagenslast
Pu = 79.5 Kips. Die Versagenslast der numerischen Analyse liegt etwa um 18 % ho¨her
als die des Experimentes. Das System wurde durch Ausnutzung der Symmetrie mit 9
Elementen u¨ber die Balkenla¨nge und 8 Schichten u¨ber die Querschnittsho¨he diskretisiert.
Die Nachrechnung von Lin (1973) mit elasto-plastischem Betonmodell wurde als Ver-
gleichskurve gewa¨hlt. Die in der Abbildung nicht eingetragenen Rechenergebnisse von
Zahlten (1990) mit einem Betonmodell nach plastischer Bruchtheorie sind quasi identisch
mit denen des eigenen Modells.
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Abbildung 3.21: Simulation des Versuchs von Bresler & Scordelis (1963)
3.8.2.2 Punktweise gelagerte Platte unter Einzellast
Fu¨r die Verifikation der Modellierung des zweiachsialen Stahlbetonverhaltens wird eine
quadratische Platte simuliert, die von McNeice (1967) experimentell untersucht wurde.
Die Platte ist an allen vier Ecken punktuell gestu¨tzt und in Mitte der Platte durch
eine Einzellast belastet. Die Stahlbewehrung in zwei Richtungen liegt parallel zu den
Plattenra¨ndern im Versuchsko¨rper. Die Geometrie- und Materialdaten sind in Abbildung
3.22 angegeben. Bei der Simulation wurde ein Viertel der Platte mit einem Elementnetz
von 6x6 Elementen mit 8 Schichten u¨ber die Querschnittsho¨he berechnet.
Der Vergleich der numerischen Analyse mit den Last-Verformungskurven der Autoren Jo-
friet & McNeice (1971), Lin & Scordelis (1975), Gilbert & Warner (1978) und Zahlten
(1990) und den Versuchsergebnissen ist in Abbildung 3.23 dargestellt. Neben der Durch-
biegung an der Meßstelle sind auch die Rißbilder an der Unterseite der Platte fu¨r einige
Lastintensita¨ten dargestellt. Der Vergleich der Ergebnisse zeigt die Leistungsfa¨higkeit des
formulierten Werkstoffgesetzes.
3.8.2.3 Navier-gelagerte Platte unter Fla¨chenlast
Als letztes Beispiel wird zur Verifikation des Materialmodells eine vierseitig gelenkig
gelagerte quadratische Platte unter einer Fla¨chenlast untersucht. Die Platte, die Taylor,
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Abbildung 3.22: Versuch von McNeice (1967)
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Abbildung 3.23: Simulation des Versuchs von McNeice (1967)
Maher & Hayes (1966) experimentell untersuchten und von weiteren Autoren numerisch
analysiert wurde, ist charakterisiert durch eine ausgepra¨gte Nichtlinearita¨t der Geometrie.
Die Geometrie und Materialparameter sind in Abbildung 3.24 dargestellt. Ein Viertel
der Platte wurde durch ein Elementnetz von 6x6 Elementen mit einer Unterteilung des
Querschnitts in 8 Schichten idealisiert.
Die in Abbildung 3.25 dargestellten Berechnungsergebnisse - Durchbiegung in Platten-
mitte - wurden mit denen von van Greunen (1979), Arnesen (1979) und Zahlten (1990)
verglichen. Aus dem Vergleich la¨ßt sich eine gute U¨bereinstimmung der numerischen
Ergebnisse mit dem vorliegenden Werkstoffmodell mit den experimentellen Meßwerten
erkennen. Die Rißbilder an der Ober- und Unterseite der Platte unter der Lastintensita¨t
von 4.7 psi stellen anna¨hernd die Rißbilder dar, die sich beim Experiment ergeben. Bei der
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Darstellung in Abbildung 3.25 la¨ßt sich die Rißbreite lediglich an der Unterseite explizit
ermitteln, da fu¨r die Berechnung der Rißbreite mit dem vorliegenden Werkstoffmodell
das Vorhandensein der Bewehrungslage an der jeweiligen Leibung Voraussetzung ist.
Die durchgefu¨hrte Analyse besta¨tigt noch einmal die Leistungsfa¨higkeit des in der Arbeit
entwickelten Stahlbetonmodells.
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Abbildung 3.24: Versuch von Taylor, Maher & Hayes (1966)
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Abbildung 3.25: Simulation des Versuchs von Taylor, Maher & Hayes (1966)
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Kapitel 4
Statische Analyse zweier
Naturzugku¨hltu¨rme
4.1 Einwirkungen
Die zur Analyse herangezogenen Einwirkungskombinationen stellen eine realita¨tsnahe
Idealisierung der auftretenden Belastungen fu¨r einen Ku¨hlturm unter Zugrundelegung
der derzeitig gu¨ltigen Richtlinie fu¨r den Entwurf und die Konstruktion von Natur-
zugku¨hltu¨rmen in Deutschland VGB (1997) dar.
4.1.1 Eigenlast
Das Eigengewicht G des Stahlbetons ist gema¨ß DIN 1055 (1978), Teil 1, mit γ =
25.0 kN/m3 anzunehmen. Um den Einfluß der angeordneten Windrippen zu erfassen,
wird die Eigenlast der Ku¨hlturmschale auf γ = 25.2 kN/m3 erho¨ht.
4.1.2 Windlast
Die anzusetzende Winddruckverteilung fu¨r die unterschiedlichen Windlastzonen ergeben
sich fu¨r den Außendruck zu
wa(z, θ) = cpa(θ) · ϕ · Fl · qb(z). (4.1)
Die standortabha¨ngige Ho¨henverteilung des Bo¨enstaudruckes qb(z) erfolgt entsprechend
der Windlastzone. Die Umfangsverteilung der Druckbeiwerte cpa(θ) ist von der Ober-
fla¨chenrauhigkeit der Stahlbetonschale, d.h. von der konstruktiven Ausbildung der Wind-
rippen abha¨ngig. Der dynamische U¨berho¨hungsfaktor ϕ beru¨cksichtigt die Grundbean-
spruchung und den resonanten Teil der Bauwerksantwort als quasi-statische Last und
wird in Abha¨ngigkeit von der kleinsten Eigenfrequenz min f und von der Geometrie der
Schale ermittelt. Der Interferenzfaktor Fl beru¨cksichtigt eine zu erwartende Beanspru-
chungserho¨hung infolge von weiteren Ku¨hltu¨rmen oder hohen Kraftwerksgeba¨uden in der
engeren Nachbarschaft zum betrachteten Ku¨hlturm.
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4.1.3 Temperatur
Fu¨r den Betriebszustand eines Naßku¨hlturmes sind, soweit keine ungu¨nstigeren Werte
gefordert sind, folgende Temperaturverteilungskennwerte anzusetzen:
• Außentemperatur −15◦ C
• Innentemperatur +30◦ C
• Wa¨rmeu¨bergangszahlen αi = αa = 20.0 W/m2K
• Wa¨rmeleitzahlen λ = 2.1 W/mK fu¨r Normalbeton nach DIN 4108 (1991)
Die anzusetzende Temperaturverteilung entspricht der Lufttemperaturdifferenz im winter-
lichen Betriebszustand ∆T2 = 45 K (Extremfall). Der zwischen Außen- und Innenfla¨che
der Schale vorhandene Temperaturunterschied wird durch
∆Tw =
d
λ
1
αi
+
d
λ
+
1
αa
·∆T (4.2)
ermittelt, wobei d die jeweilige Schalendicke bezeichnet.
Die weiterhin anzusetzenden Temperaturdifferenzen im Betriebszustand ∆T1 = 25 K
(Normalbetrieb) und infolge einseitiger Sonneneinstrahlung ∆T3 = 25 K (außen wa¨rmer)
bleiben im Rahmen dieser Arbeit unberu¨cksichtigt, da die aus dem winterlichen Betriebs-
zustand entstehenden Spannungen zu ungu¨nstigeren Schnittgro¨ßen fu¨hren.
4.1.4 Hygrisches Quellen
Im folgenden wurde ein neuer Lastfall “Hygrisches Quellen” definiert, der derzeit
normenma¨ßig nicht beru¨cksichtigt ist.
Beim hygrischen Quellen handelt es sich um eine typische Vorscha¨digung von Ku¨hltu¨rmen.
Durch die sta¨ndige Befeuchtung der Innenfla¨chen quillt der Beton, sofern er unbeschichtet
ist. Durch die Beaufschlagung mit Dampfschwaden des zu ku¨hlenden Wassers kann man
auf der Innenseite von einer 100-prozentigen Wassersa¨ttigung ausgehen. Die Umgebungs-
bedingung an der Außenseite der Schale entspricht nach DIN 4227 (1988) dem Zustand
zwischen “allgemein im Freien” und “in sehr feuchter Luft”. Danach la¨ßt sich die mittlere
relative Luftfeuchtigkeit zwischen 70 % und 90 % ansetzen.
Hygrische Effekte verursachen Vorverzerrungen, a¨hnlich wie bei thermischen Einwir-
kungen. Daher la¨ßt sich das hygrische Quellen vereinfachend durch eine a¨quivalente
Temperaturdifferenz erfassen. Unter der Annahme, daß ein Quellen des Betons auf der
Innenseite sich mit einem Schwinden auf der Außenseite u¨berlagert und ein Kriechen
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des Betons unberu¨cksichtigt bleibt, la¨ßt sich der Vorgang des hygrischen Quellens in
Anlehnung an DIN 4227 (1988) wie folgt beschreiben.
Das Grundschwindmaß fu¨r Normalbeton betra¨gt
s0 = +10 · 10−5 fu¨r Bauteile im Wasser und (4.3)
s0 = −13 · 10−5 fu¨r Bauteile in feuchter Luft. (4.4)
Das Quell- bzw. Schwindmaß berechnet sich zu
s,t = s0(ks,t − ks,t0). (4.5)
Mit einer wirksamen Ko¨rperdicke von weit u¨ber 160 cm (DIN 4227 (1988), Gl. 6) erha¨lt
man fu¨r ein wirksames Betonalter von ca. 30 Jahren – dies entspricht etwa der Ha¨lfte der
Nutzungsdauer eines Naturzugku¨hlturmes – die beiden Beiwerte zu
ks,t=30a = 0.65, (4.6)
ks,t0 = 0.0. (4.7)
Damit erha¨lt man das Quellmaß bzw. das Schwindmaß zu
s,30 = 10 · 10−5 · (0.65− 0.0) = 6.5 · 10−5, (4.8)
s,30 = −13 · 10−5 · (0.65− 0.0) = −8.45 · 10−5. (4.9)
Der Dehnungsunterschied zwischen Innenseite (Quellmaß) und Außenseite (Schwindmaß)
berechnet sich zu
∆s,30 = 6.5 · 10−5 − (−8.45 · 10−5) ∼= 15 · 10−5. (4.10)
Unter der Annahme einer linearen Dehnungsverteilung zwischen Innen- und Außenseite
la¨ßt sich diese Dehnungsverteilung durch eine a¨quivalente Temperaturdifferenz erfassen.
Mit einer Temperaturdehnzahl von αT = 10 · 10−6/K erha¨lt man somit eine a¨quivalente
Temperaturdifferenz von
∆T =
∆S,30
αT
=
15 · 10−5
10 · 10−6 = 15 K. (4.11)
4.2 Statische Analyse
In den folgenden Abschnitten wurden im Rahmen einer statischen Analyse mit Beru¨ck-
sichtung der geometrischen und stofflichen Nichtlinearita¨t zwei real existierende, große
Naturzugku¨hltu¨rme analysiert.
Beim ersten Turm (Turm A) handelt es sich um einen 25 Jahre alten Ku¨hlturm mit
einem ausgepra¨gten Rißbild. Durch den Vergleich des realen Scha¨digungszustandes mit
demjenigen aus der numerischen Scha¨digungssimulation wird das angesetzte Konzept
der Analyse verifiziert. Die dabei beobachteten Scha¨digungsprozesse unter den unten
aufgefu¨hrten Lastfa¨llen werden ausfu¨hrlich diskutiert. Basierend auf den durch diese
Simulation gewonnenen Erkenntnissen wird der zweite Turm (Turm B) analysiert, der
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vor kurzem fertiggestellt wurde. Diese Simulation dient zur Vervollsta¨ndigung und
Besta¨tigung der bei der ersten Simulation gewonnenen Erkenntnisse sowie der Vorhersage
des zu erwartenden Scha¨digungszustandes im Hinblick auf die Dauerhaftigkeit und eine
Abscha¨tzung der Tragreserven des nach VGB (1997) bemessenen Ku¨hlturmes.
Ausgehend von den bereits definierten Einwirkungen (Abschnitt 4.1) werden die folgenden
Lastfallkombinationen bei der Analyse zugrundegelegt:
• G+ λW gibt den Beanspruchungszustand fu¨r einen sich außer Betrieb befindlichen
Ku¨hlturm unter monoton steigender Windlast wieder.
• G+∆T45K +λW repra¨sentiert die Beanspruchung im winterlichen Betriebszustand,
ebenfalls unter monoton steigender Windlast.
• G+∆T45K +∆Thygr + λW beru¨cksichtigt zusa¨tzlich eine hygrische Beanspruchung
der Ku¨hlturmschale (vgl. Abs. 4.1.4).
• G + ∆T + Wzyk stellt ein Lastkollektiv dar, um eine Aussage zur Scha¨digungs-
entwicklung u¨ber die Lebensdauer beider Ku¨hltu¨rme treffen zu ko¨nnen. Eine
Simulation, die der Realita¨t mit einer Vielzahl kleiner Windbeanspruchungen na-
hekommt, ist aufgrund des hohen numerischen und zeitlichen Aufwands sicherlich
nicht wirtschaftlich zu realisieren.
Nachdem die Vorscha¨digungen aus der Belastung mit der Kombination
G + ∆T + ∆Thygr + 1.0 W eingetreten sind, wird die Temperaturbeanspruchung
des winterlichen Betriebszustandes ∆T45K auf die Temperaturbeanspruchung des
Normalbetriebes ∆T25K gesenkt. Anschließend wird die Windbelastung mit 1.0 W ,
die der Beanspruchung durch einen 50-ja¨hrigen Sturm entspricht, heruntergefahren.
Nach weiteren zwei Belastungszyklen mit 1.0 W wird der Turm mit monoton
steigender Windlast bis zum Versagen beansprucht. Mit dem beschriebenen
Belastungsszenario soll versucht werden, die in der Realita¨t ha¨ufig vorkommenden
Windbeanspruchungen kleinerer Intensita¨t mit wenigen Belastungszyklen global zu
erfassen und sie mit den mit hoher Wahrscheinlichkeit eingetretenen Temperatur-
und Windbeanspruchungen sowie den sta¨ndigen Lasten zu superponieren.
Bei der jeweiligen Analyse wird das Verformungsverhalten in ausgewa¨hlten lokalen
Punkten beobachtet. Beispielsweise repra¨sentieren die in Abbildung 4.1 dargestellten 6
Punkte das lokale Verhalten des Turms: In Meridianrichtung werden bei einem festen
Winkel θ = 0◦ der untere Drittelbereich (A), Taillenbereich (B) und der Bereich des
oberen Randgliedes (C) untersucht, wa¨hrend in Umfangsrichtung etwa fu¨r θ = 30◦ (D),
θ = 60◦ (E) und θ = 90◦ (F) das Verhalten unmittelbar unterhalb des oberen Rand-
gliedes untersucht wird. Fu¨r die gesamte Scha¨digungsentwicklung stehen die Rißbilder
in Abha¨ngigkeit von den oben genannten jeweiligen Lastfallkombinationen zur Verfu¨gung.
An dieser Stelle sei noch zu erwa¨hnen, daß das angewandte Finite Element fu¨r die Stahl-
betonstu¨tzen nach der schubsteifen Stabtheorie großer Verschiebungen, jedoch kleiner
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Abbildung 4.1: Schalengeometrie und Wanddickenverlauf des Ku¨hlturmes A
Rotationen formuliert ist ([Chen 2001]). Die physikalische Nichtlinearita¨t wurde durch
ein Fasermodell realisiert, wobei der Werkstoff in der gleichen Vorgehensweise wie beim
Schalenelement formuliert wurde.
4.2.1 Turm A
4.2.1.1 Geometrie- und Materialdaten
Beim Ku¨hlturm A handelt es sich um den 1976 fertiggestellten Naturzugku¨hlturm des
Kernkraftwerkes GO¨SGEN-DA¨NIGEN in der Schweiz. Die Hauptabmessungen und
der Wanddickenverlauf des Ku¨hlturmes A sind aus Abbildung 4.1 ersichtlich. Diese
sowie weitere Daten wurden Furrer & Mischol (1977) sowie einem Datenblatt des
Bauunternehmens Heitkamp entnommen. Nicht bekannte Parameter wurden aus den
gegebenen Angaben berechnet oder sinnvoll abgescha¨tzt.
Die Stahlbetonschale besteht aus einem rotationssymmetrischen Hyperboloid, dessen Mit-
telfla¨che durch die allgemeine Hyperbelgleichung
r(z) = r0 +
a
b
√
b2 + (HT − z)2 (4.12)
beschrieben wird. Das Hyperboloid ist durch folgende Parameter festgelegt:
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• r0 = −23.6939 m,
• a = 58.7739 m,
• b = 121.6289 m,
• HT = 118.000 m.
Der untere Ringtra¨ger der Schale ist durch eine Verdickung des unteren Schalenrandes
auf 0.75 m realisiert. Der obere Ringtra¨ger wird durch eine innenliegende 0.30 m dicke
und 1.29 m breite Kreisringplatte ausgebildet.
Das Stu¨tzenfachwerk des Ku¨hlturmes besteht aus 50 u¨ber den Umfang verteilten
V-Stu¨tzenpaaren. Die Stu¨tzenpaare sind mit einer Neigung von 17.84◦ zur Vertikalen
ausgefu¨hrt. Dieses entspricht der Neigung am unteren Schalenrand. Die Stu¨tzenabmes-
sung wurde mit der konstanten Breite von 0.90 m ausgefu¨hrt, und die Schalendicke von
0.75 m am unteren Rand entspricht der Dicke der Stu¨tzen.
Die Stu¨tzen leiten ihre Lasten u¨ber 50 Einzelfundamente in den Baugrund ein, je zwei
Stu¨tzen teilen sich ein Fundament. Die Fundamentabmessungen ergaben sich aus einer
linear elastischen Berechnung mit der angegebenen Sohlpressung von σbo = 0.45 MN/m
2
im Gebrauchszustand zu B/D/H = 4.00 m/5.00 m/1.50 m. Die Einzelfundamente
wurden mit dem angenommenen Bettungsmodul des Baugrundes von k = 12.0 MN/m3
durch Dehn- und Drehfedern idealisiert.
Der Untergrund am Standort des Ku¨hlturmes ist durch sandig-kiesige Talbo¨den charak-
terisiert, die in einer Ma¨chtigkeit von ca. 30 m ein bestehendes Grundgebirge u¨berlagern.
Der Bettungsmodul des Baugrundes la¨ßt sich na¨herungsweise aus Tabellenwerken zu
k = 12.0 MN/m3 ermitteln.
Die Kennwerte der fu¨r die Ku¨hlturmteile verwendeten Betone ko¨nnen Tabelle 4.1 entnom-
men werden. Die mittlere Betonzugfestigkeit fu¨r die Schale wurde mit fct = 2.675 MN/m
2
und fu¨r die Stu¨tzen mit fct = 2.924 MN/m
2 nach [DIN 1045] angesetzt. Fu¨r die Berech-
nung des TS-Effektes wurde der Variationskoeffizient der Streuung der Betonzugfestigkeit
zu η = 10% angenommen.
Bauteil Beton βW28 E-Modul
[MN/m2] [MN/m2]
Fundamente BH 300 25.0 30000
Stu¨tzen BH 450 40.0 35500
Schale BH 300 25.0 30000
Tabelle 4.1: Verwendete Betone des Ku¨hlturmes A
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Abbildung 4.2: Vorhandene Bewehrung des Ku¨hlturmes A
Die vorhandene Bewehrung ergab sich aus einer linearen FE-Berechnung nach der
Membrantheorie unter Beru¨cksichtigung der nach damaliger Schweizer Norm anzuset-
zenden Randmomente (vgl. [Furrer & Mischol 1977]). Verwendet wurde ein Stahl III
(SIA 162, 1968) mit einer Fließgrenze von fy = 410 MN/m
2 und einer Festigkeit von
ft = 460 MN/m
2. Die Bruchdehnung des Stahles wurde in der Analyse zu 10% ange-
nommen. Die Bewehrungsmengen fu¨r die Meridian- sowie fu¨r die Ringbewehrung ko¨nnen
Abbildung 4.2 entnommen werden. Die eingelegten Stabdurchmesser der Meridian-
und Ringbewehrung betragen 8 − 16 mm. Wegen der fehlenden Information u¨ber die
Verteilung der Stabdurchmesser, die fu¨r die Rißbreitenberechnung eine wesentliche Rolle
spielen, wurde in der Analyse der Durchmesser einheitlich zu 12 mm angenommen.
Bei der Festlegung der Windlast wurden nach VGB (1997) Windlastzone I und Druckver-
teilungskurve K 1.0 zugrundegelegt. Der dynamische U¨berho¨hungsfaktor ergibt sich mit
min f = 0.750 Hz zu ϕ = 1.075.
4.2.1.2 Scha¨digungszustand des Ku¨hlturmes A
Zur Information u¨ber den zwischenzeitlich aufgetretenen Scha¨digungszustand der
Stahlbetonschale des Ku¨hlturmes des Kernkraftwerkes GO¨SGEN-DA¨NIGEN steht
ein unvero¨ffentlichter Bericht Wolfseher und Partner AG (1996) zur “Beurteilung des
Einflusses der Risse auf die Tragfa¨higkeit” zur Verfu¨gung.
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Der Ku¨hlturm A weist demnach einen ausgepra¨gten Scha¨digungszustand auf. Im einzel-
nen sind dies horizontale sowie u¨berwiegend vertikale Risse verschiedener Charakteristika,
Betonabtrag im oberen Drittel der Schaleninnenseite und unterschiedliche Setzungen im
Bereich der Stu¨tzen.
Die Risse der Schale lassen sich grob in vier Kategorien unterteilen:
• Vertikale Risse ausgehend vom unteren Schalenrand, zum großen Teil von innen
nach außen verlaufend, in Absta¨nden von 2 m bis 5 m u¨ber den gesamten Umfang
verteilt, mit Rißla¨ngen von bis zu 10 m,
• vertikale Risse an der Schalenaußenseite im Bereich des oberen Schalendrittels in
Absta¨nden von 5 m bis 20 m mit Rißla¨ngen zwischen 10 m und 50 m,
• einzelne vertikale Risse im Bereich des mittleren und unteren Schalendrittels , sowie
• horizontale Risse mit Rißla¨ngen meist kleiner als 5 m bei Arbeitsfugen, vielfach mit
Wasseraustritten.
Die gemessenen Rißbreiten schwanken zwischen 0.1 mm und 1.0 mm, wobei etwa 20%
der Risse Rißweiten gro¨ßer als 0.4 mm aufweisen.
Die Setzungen, die ohne Zweifel fu¨r die Risse im erstgenannten Punkt verantwortlich
sind, und der Betonabtrag werden im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter untersucht bzw.
modelliert. Das Hauptaugenmerk in der numerischen Analyse wird auf die Risse sowie
die Rißentwicklung aus Temperatur nebst hygrischer und Windbeanspruchung gelegt.
4.2.1.3 Lastfall G + λW
Der mit Eigengewicht G vorbelastete Turm wird durch eine steigende quasi-statische
Windlast W bis zum Versagen beansprucht. Die Abbildungen 4.3 und 4.4 stellen
die Lastverformungspfade der Punkte A, B und C im Staupunktmeridian und der
Punkte D, E und F senkrecht zur Windrichtung dar. Erste Risse entstehen am oberen
Randglied im Bereich θ = 180◦ bei einem niedrigen Lastniveau von λ = 0.7. Die Risse
vermehren sich in mehreren Bereichen, etwa bei θ = 30◦, θ = 120◦ und θ = 180◦ des
oberen Randgliedes. Der Ku¨hler verha¨lt sich bis zu einem Lastniveau von ca. λ = 1.75
im wesentlichen linear. Hohe Meridianspannungen im Luv fu¨hren zur schlagartigen
Entstehung horizontaler Trennrisse im mittleren Bereich der Schale. Diese horizontalen
Risse dehnen sich weiter nach oben und unten in Meridianrichtung aus. Dabei a¨ndern
sie ihre Rißwinkel und schließen sich mit vertikalen Rissen zusammen, die vom mittleren
Flankenbereich bei ca. θ = 60◦ bei einem Lastfaktor von λ = 1.90 entstehen und sich
nach unten und oben in einem Bereich von θ = 30◦ weiter fortpflanzen (vgl. Abb. 4.5-4.7).
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Abbildung 4.3: Last-Verformungspfade in den Punkten A, B und C
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Abbildung 4.4: Last-Verformungspfade in den Punkten D, E und F
Erste Risse im Stu¨tzenfachwerk entwickeln sich bei λ = 0.1 im Bereich θ = 0◦ an den
Stu¨tzenfu¨ßen. Bei Erreichen des Lastfaktors λ = 1.0 entstehen erste Risse im Bereich der
Stu¨tzenmitte und des Stu¨tzenkopfes, die Risse an den Stu¨tzenfu¨ßen dehnen sich bis zu
einem Umfangswinkel von θ = 30◦ aus. Die Risse im mittleren und oberen Stu¨tzenbereich
entwickeln sich bei λ = 1.75 im Bereich θ = 0◦ zu Trennrissen. Diese dehnen sich bis
zum Kollaps des Turmes bis zu den Stu¨tzen im Bereich θ = 45◦ aus. Dabei kommt
es nicht zu einem Versagen der Stu¨tzen. Die Stu¨tzen im druckbeanspruchten Teil des
Stu¨tzenfachwerkes verbleiben wa¨hrend des gesamten Belastungsvorganges im elastischen
Druckbereich des Betons.
Der Ku¨hlturm versagt nach einer maximalen Verformung von ca. 1.20 m in der Taille
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Abbildung 4.5: Rißbild bei G + 1.75 W
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Abbildung 4.6: Rißbild bei G + 2.00 W
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Abbildung 4.7: Rißbild und Verformung bei G + 2.52 W
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(Punkt B) und von ca. 0.38 m an der oberen Flanke (Punkt E). Das Versagen des
Tragwerkes wird bei λ = 1.75 durch das Plastizieren der Meridianbewehrung in den
horizontalen Trennrissen im Luvbereich des mittleren Schalendrittels eingeleitet (vgl.
Abb. 4.5). Bis zum Kollaps dehnt sich dieser anfangs lokal begrenzte Bereich u¨ber die
gesamte Ho¨he des Turmes aus. In Ho¨he der Schalenmitte erstreckt sich der Bereich bis
zu θ = 30◦ in Umfangsrichtung. Der Kollaps wird letztendlich durch das Reißen der
Meridianbewehrung im Luv des mittleren Schalendrittels in einer Ho¨he von ca. 85 m
bei einem Windlastfaktor von λ = 2.52 verursacht. In Abbildung 4.7 sind die verformte
Struktur (30-fach u¨berho¨ht) und das Rißbild des Ku¨hlturmes kurz vor dem Kollaps
dargestellt.
An dieser Stelle soll noch kurz erwa¨hnt werden, daß das Stu¨tzenfachwerk im Rahmen
der nichtlinearen statischen Analyse dieses Turmes keinen wesentlichen Einfluß auf das
Versagen des Ku¨hlturmes besitzt. Eine vorab im Rahmen dieser Arbeit durchgefu¨hrte
nichtlineare statische Analyse mit einem durch linear-elastische Balkenelemente diskre-
tisierten Stu¨tzenfachwerk fu¨hrte zu einer minimal erho¨hten Versagenslast von λ = 2.55.
Der oben beschriebene Versagensmechanismus ließ sich sowohl mit linearen als auch mit
nichtlinearen Stu¨tzenmodellierung gleichermaßen erzielen.
4.2.1.4 Lastfall G + ∆T45K + λW
Nach der Vorbelastung durch Eigengewicht G und dem Temperaturgradienten
∆T2 = 45 K wird der Turm erneut der Windlast W ausgesetzt. Die Temperatur-
beanspruchung erzeugt vertikale Risse u¨ber die gesamte Außenseite der Ku¨hlturmschale,
wa¨hrend horizontale Risse im Bereich des oberen und unteren Drittels zu erkennen
sind (Abbildung 4.10). Die horizontalen Risse unterhalb der Taille sind zum Teil
durch das Eigengewicht der Schale u¨berdru¨ckt, dennoch entstehen horizontale Risse im
unteren Schalendrittel aufgrund der gro¨ßeren Schalendicke und der damit einhergehenden
Vergro¨ßerung der rißerzeugenden Spannungen sowie aufgrund der erho¨hten Steifigkeit.
Die u¨berwiegenden Rißbreiten sind jedoch noch kleiner als wm = 0.1 mm, insbesondere
die der horizontalen Risse.
Bei steigender Windlast schreitet die Rißentwicklung an der durch die Temperaturbean-
spruchung aufgeweichten bzw. vorgescha¨digten Schale wesentlich schneller voran als beim
“kalten” Ku¨hlturm. Die vertikalen Risse im Flankenbereich um θ = 60◦ sind schon bei
einem Windlastfaktor von λ = 1.0 mit einer mittleren Rißbreite wm > 0.15 mm zahlreich
vorhanden. Die horizontalen Trennrisse im Luvbereich des mittleren Schalendrittels
treten, wie bei der Beanspruchungskombination G+λW , wieder beim Lastfaktor λ = 1.75
auf.
Im Vergleich mit dem “kalten” Turm weist die Last-Verformungskurve des mit Tempe-
ratur beanspruchten Turmes ein fru¨hzeitig gesteigertes nichtlineares Verhalten auf. Der
durch die Temperatur hervorgerufene Steifigkeitsabfall la¨ßt sich deutlich im Vergleich der
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Abbildung 4.8: Last-Verformungspfade in den Punkten A, B und C
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Abbildung 4.9: Last-Verformungspfade in den Punkten D, E und F
Last-Verformungspfade erkennen (Abbildungen 4.22 und 4.23).
Die Verformungen weisen bis auf den versagensnahen Bereich erhebliche Unterschiede
auf. Wa¨hrend im versagensnahen Bereich ein a¨hnliches Verhalten beider Tu¨rme zu
beobachten ist, ist die Versagenslast von λ = 2.49 nur minimal geringer. Auch die
Verformungen zeigen keinen wesentlichen Unterschied unmittelbar vor dem Versagen.
Dieses a¨hnliche Verhalten vor dem Versagen la¨ßt sich dadurch erkla¨ren, daß bei ho¨heren
Windlastniveaus die Rißentwicklung und damit die dadurch beeinflußten Verformungen
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Abbildung 4.10: Rißbild bei G + ∆T45K + 0.0 W
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Abbildung 4.11: Rißbild bei G + ∆T45K + 1.0 W
der Ku¨hlturmschale von der Windbelastung dominiert werden.
Die Abbildungen 4.10 - 4.14 stellen die Rißbilder der Schale bei verschiedenen Wind-
lastfaktoren dar. Um einen besseren U¨berblick u¨ber die Entwicklung der Rißbreiten mit
steigender Windbelastung zu erhalten, sind Risse kleinerer Rißbreiten herausgefiltert.
Hier ist deutlich die Analogie zwischen der Vergro¨ßerung der Rißbreiten der an der
Außenseite vorhandenen vertikalen Risse und der Rißentwicklung am kalten Turm zu
erkennen.
Die Stu¨tzen des Ku¨hlturmes verhalten sich in weiten Teilen identisch mit dem beim
Lastfall G + λW (4.2.1.3) beobachteten Verhalten. Erste Risse entstehen bei λ = 0.2
an den Stu¨tzen im Bereich θ = 0◦, betroffen sind zuna¨chst wieder die Stu¨tzenfu¨ße.
Nach einer Ausdehnung des Bereiches mit gerissenen Stu¨tzen auf einen Ausschnitt von
θ = 30◦ kommt es zur Bildung von Rissen im mittleren und oberen Bereich der Stu¨tzen.
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Abbildung 4.12: Rißbild bei G + ∆T45K + 1.75 W
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Abbildung 4.13: Rißbild bei G + ∆T45K + 2.00 W
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Abbildung 4.14: Rißbild bei G + ∆T45K + 2.49 W
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Diese entwickeln sich bis zu einem Windlastfaktor von λ = 1.5 zu Trennrissen, wieder
beginnend bei θ = 0◦. Bis zum Kollaps weitet sich dieses Rißbild der Stu¨tzen bis auf
einen Bereich von ca. θ = 45◦ aus.
Der Kollaps des Tragwerkes wird wiederum durch das Plastizieren und Reißen der Me-
ridianbewehrung im Luvbereich des mittleren Schalendrittels verursacht. Aufgrund der
durch die Temperatur schon vorbelasteten Bewehrung kommt es schon bei λ = 1.3 zum
ersten lokalen Plastizieren der Meridianbewehrung im Bereich des mittleren Schalendrit-
tels des Luvbereiches. Dieses anfangs lokale Plastizieren der Meridianbewehrung breitet
sich in der im Abschnitt Lastfall G + λW (4.2.1.3) beschriebenen Weise weiter aus.
4.2.1.5 Lastfall G + ∆T45K + ∆Thygr + λW
Nach der Vorbelastung durch Eigengewicht G und den Temperaturgradienten ∆T2 = 45 K
sowie der hygrischen Ersatzbelastung ∆Thygr = 15 K wird die Schale weiter der Windlast
ausgesetzt.
Die zusa¨tzliche hygrische Beanspruchung ∆Thygr vergro¨ßert die an der gesamten Außen-
schale durch ∆T45K verursachten Risse und erzeugt zusa¨tzliche horizontale Risse, die sich
jetzt u¨ber den gesamten Ku¨hlturm verteilen.
Bei steigender Windlast schreitet die Entwicklung der Risse an dem nun offensichtlich
viel sta¨rker gescha¨digten Turm zunehmend fort. Im Gegensatz zu den beiden vorherigen
Lastfa¨llen entwickeln sich die vertikalen Risse im Bereich um θ = 60◦ wesentlich sta¨rker
und verbreitern sich weiter im Flankenbereich (θ = 30◦ - θ = 90◦). Beim Lastfaktor
λ = 1.0 kommt es zu einem lokalen Plastizieren der Ringbewehrung bei θ = 90◦ in Ho¨he
des Punktes A ( ca. 50 m). Dabei entstehen mittlere Rißbreiten bis zu wm = 0.45 mm.
Dieses ist in erster Linie auf die sehr geringe Ringbewehrungsmenge zuru¨ckzufu¨hren:
Der Bewehrungsgrad in diesem Bereich betra¨gt lediglich 0.21%. Die gesteigerte Bean-
spruchung durch die hygrischen Effekte fu¨hrt zusa¨tzlich zur Vergro¨ßerung der Rißbreite.
Die mittleren Rißbreiten in den u¨brigen Bereichen sind zum großen Teil gro¨ßer als
wm = 0.2 mm.
Die horizontalen Trennrisse im Luvbereich des mittleren Schalendrittels treten wieder
wie bei den anderen Beanspruchungskombinationen bei Windlastfaktor λ = 1.75 auf und
treffen auf die sich schon vorher entwickelten vertikalen Risse aus dem Bereich um θ = 60◦.
Das Stu¨tzenfachwerk zeigt wiederum ein a¨hnliches Verhalten wie unter den beiden
vorangegangenen Beanspruchungskombinationen. Die Risse im Bereich der Stu¨tzenfu¨ße
entstehen bei λ = 0.5, die Risse im mittleren und oberen Bereich treten wieder bei
λ = 1.0 auf. Zu den Trennrissen im mittleren und oberen Stu¨tzenbereich kommt es ab
λ = 1.5.
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Abbildung 4.15: Rißbild bei G + ∆T45K + ∆Thygr + 0.00 W
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Abbildung 4.16: Rißbild bei G + ∆T45K + ∆Thygr + 1.00 W
Der Kollaps des Tragwerkes wird erneut durch den in den vorherigen Lastfa¨llen beobach-
teten Versagensmechanismus verursacht. Das Versagen des Ku¨hlturmes wird wiederum
durch Plastizieren der Meridianbewehrung im Luvbereich des mittleren Schalendrittels
bei λ = 1.2 eingeleitet. Bis zum Erreichen der Traglast erstreckt sich der Bereich mit
plastizierter Meridianbewehrung u¨ber die gesamte Ho¨he des Luvbereiches bei θ = 0◦,
in Ho¨he der Schalenmitte dehnt er sich bis zu θ = 30◦ aus. Das schon bei λ = 1.0
einsetzende Plastizieren der Ringbewehrung dehnt sich zwar weiter lokal im Bereich um
θ = 60◦ aus, fu¨hrt aber nicht zum Versagen des Turmes. Das Versagen des Turmes tritt
wieder durch das Reißen der Meridianbewehrung im Luv ein.
Die Last-Verformungspfade lassen gegenu¨ber dem Lastfall G + ∆T45K + λW ein weiter
gesteigertes nichtlineares Verhalten erkennen (vgl. Abbildungen 4.22 und 4.23). Die Ver-
sagenslast von λ = 2.47 liegt unterhalb der beiden anderen Lastkombinationen. Vor dem
Kollaps weisen die Punkte B und E im Vergleich zu den anderen Beanspruchungskombi-
nationen etwas kleinere Verformungen (ca. 0.90 m und ca. 0.37 m) auf.
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Abbildung 4.17: Rißbild bei G + ∆T45K + ∆Thygr + 1.75 W
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Abbildung 4.18: Rißbild bei G + ∆T45K + ∆Thygr + 2.00 W
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Abbildung 4.19: Rißbild bei G + ∆T45K + ∆Thygr + 2.47 W
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Abbildung 4.20: Last-Verformungspfade in den Punkten A, B und C
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Abbildung 4.21: Last-Verformungspfade in den Punkten D, E und F
4.2.1.6 Lastfall G + ∆T + Wzyk
Die Abbildungen 4.24 und 4.25 zeigen die Lastverformungs-Pfade der Punkte B
und E fu¨r die untersuchten Beanspruchungskombinationen G + ∆T45K + λW und
G + ∆T + Wzyk im Vergleich. Die Last-Verformungskurve des mit 3 Sturmzyklen, denen
die vorscha¨digungserzeugenden Beanspruchungen ∆T vorausgegangen sind, belasteten
Turmes zeigt irreversible Verformungen in der Belastungsgeschichte (Anfangspunkt der
Lastverformungskurve).
Bei der anschließenden monotonen Windbeanspruchung bis zum Versagen ist keine we-
sentliche A¨nderung des Lastverformungs-Verhaltens bei ho¨herer Windbeanspruchung fest-
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Abbildung 4.22: Last-Verformungspfade im Punkt B
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Abbildung 4.23: Last-Verformungspfade im Punkt E
zustellen. Der Turm verha¨lt sich wa¨hrend der drei Sturmzyklen, die fu¨r diesen Turm
eine relativ geringe Beanspruchung darstellen (vgl. Last-Verformungspfade Abbildun-
gen 4.24 und 4.25), weitgehend linear. Dieses weitgehend lineare Verhalten ist auf die
geringe Zu- und Abnahme der Stahlspannung aus Temperatur und hygrischem Quel-
len zuru¨ckzufu¨hren. Die Verformungen und die Versagenslast λ = 2.49 liegen im Be-
reich der Versagenslasten der Beanspruchungskombinationen G + ∆T45K + λ W und
G + ∆T45K + ∆Thygr + λ W .
Das Rißbild der Ku¨hlturmschale nach 3 Sturmzyklen mit den vorangegangenen Tem-
peratureinwirkungen ∆T ist in Abbildung 4.26 dargestellt. Deutlich zu erkennen ist
die große Anzahl von Rissen mit Rißbreiten gro¨ßer wm = 0.2 mm. Vergleicht man
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Abbildung 4.24: Vergleich der Last-Verformungspfade im Punkt B
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Abbildung 4.25: Vergleich der Last-Verformungspfade im Punkt E
Abbildung 4.26 mit dem Rißbild der gleichen Lastkombination ohne Windlast (Abb.
4.15), so kann man eine erhebliche Zunahme der Rißbreiten der vertikalen Risse
feststellen. Die großen vertikalen Risse, die bereits bei der Windbeanspruchung mit
λ = 1.0 aufgetreten sind, entstehen durch die hohen Spannungen in der Ringbewehrung:
Die Ringbewehrung im Bereich um θ = 90◦ befindet sich nahezu im Fließbereich oder
ist bereits lokal plastiziert, wodurch die großen Rißbreiten hervorgerufen werden (vgl.
Lastfall G + ∆T45K + ∆Thygr + λ W (4.2.1.5)). Andererseits sind die Zuwa¨chse der
Stahlspannungen der Ringbewehrung im Flankenbereich ( θ = 30◦ – θ = 90◦) wa¨hrend
der Windbelastung mit 1.0 W gegenu¨ber denen der Temperaturbeanspruchung noch
klein, so daß sich die Rißbreiten in diesem Bereich wa¨hrend der Entlastung kaum
a¨ndern. Bei der anschließenden Windentlastung bleiben die vorhandenen Rißbreiten
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also weitgehend erhalten und werden durch die beiden folgenden Belastungszyklen nicht
wesentlich gesteigert.
Weniger plausibel ist allerdings die Entstehung von Rißbreiten wm gro¨ßer als 0.2 mm
im Bereich von θ = 60◦ im oberen Schalendrittel, die erst bei der Entlastung entstehen
(vgl. Abb. 4.16). Die Rißbreite dieser Risse liegt vor der Entlastung knapp unter der
Filtergrenze von 0.2 mm.
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Abbildung 4.26: Rißbild bei G + ∆T + Wzyk nach 3 Belastungszyklen mit 1.0 W
4.2.1.7 Auswertung der statischen Analyse
Im folgenden soll der durch die numerische Simulation gewonnene Scha¨digungszustand
mit dem von der [Wolfseher und Partner AG 1996] beschriebenen realen Tragwerks-
zustand verglichen werden. Mo¨gliche Scha¨digungsmechanismen und -ursachen sollen
identifiziert werden.
Vergleicht man den realen Scha¨digungszustand mit den erhaltenen Ergebnissen aus der
Simulation mit dem Belastungsszenario G + ∆T + Wzyk, das die bisher aufgetretenen
Einwirkungen auf den Ku¨hlturm na¨herungsweise erfaßt, stellt man folgendes fest:
Die durch Temperatur, hygrische Prozesse und Windwirkung entstandenen Risse bzw.
Rißbreiten, die auch im entlasteten Zustand – nach den Sturmereignissen – mit großen
Rißbreiten erhalten bleiben, stimmen qualitativ gut mit dem im Abschnitt 4.2.1.2
“Scha¨digungszustand des Ku¨hlturmes A” beschriebenen realen Rißbild u¨berein.
So zeigt das Rißbild in Abbildung 4.26, nach winterlichem und normalem Betriebszu-
stand sowie nach drei Sturmzyklen mit 1.0 W , u¨berwiegend vertikale Risse mit Rißbreiten
zum großen Teil u¨ber wm = 0.2 mm. Die numerisch ermittelte Rißbreite betra¨gt maximal
wm = 0.45 mm im Bereich der plastizierten Ringbewehrung im Flankenbereich der
92 KAPITEL 4: STATISCHE ANALYSE ZWEIER NATURZUGKU¨HLTU¨RME
Schalenmitte. Diese bei der Simulation gewonnenen Rißbreiten liegen im Bereich der
gemessenen Rißbreiten am Turm zwischen 0.1 mm und 1.0 mm, wobei ca. 20% der Risse
Rißbreiten von u¨ber 0.4 mm aufweisen. Unterstellt man eine Streuung der Rißbreiten,
wie bei realen Bauteilen zwischen 1.5 – 1.8, so kann die maximale Rißbreite beispielsweise
mit einem Streuungsfaktor 1.7 bei ca. w = 0.8 mm liegen.
Der aufgezeichnete mittlere Rißabstand liegt im oberen Schalenbereich bei ca. 8 m und
im mittleren Schalenbereich bei ca. 40 m. Dies zeigt damit, daß sich die festgestellte
Rißbildung noch im Erstrißbildungsstadium befindet. Die am realen Turm vorhandene
Charakteristik des Rißbildes findet man hiermit wieder. Bezieht man die unter den
Abschnitten 4.2.1.3 - 4.2.1.6 gewonnen Erkenntnisse u¨ber Rißursachen und die Rißent-
wicklung in obige Betrachtung mit ein, so kann als grundlegendes Ergebnis der Simulation
festgestellt werden, daß fu¨r nahezu alle am realen Turm vorhandenen vertikalen Risse an
der Außenseite die Temperatureinwirkungen und die hygrischen Quellprozesse ursa¨chlich
sind.
Die Entwicklung der Rißbreiten unter Windeinwirkungen bis ca. 1.0 W (50-ja¨hrige
Windbeanspruchung), die durch Temperatur und hygrische Prozesse initiiert wurden,
kann in den Abbildungen 4.10 - 4.14 und 4.15 - 4.19 verfolgt werden. Deutlich ist zu
erkennen, daß die Windwirkung zu einer erheblichen Vergro¨ßerung der Rißbreiten bzw.
zu einer erheblich gro¨ßeren Anzahl von Rissen mit großen Rißbreiten fu¨hrt.
Die Entstehung der großen Rißbreiten ist eindeutig auf die zu geringe Ringbewehrungs-
menge zuru¨ckzufu¨hren. Der mittlere Ringbewehrungsgrad in der gesamten Schale bis
auf den Bereich des oberen Randgliedes betra¨gt lediglich 0.25%, wa¨hrend die heutige
Richtlinie VGB (1997) 0.4% in der oberen Ha¨lfte der Schale und 0.3% in der unteren
Ha¨lfte der Schale vorschla¨gt.
Die bisher bei der Bemessung von Ku¨hlturmbauwerken nicht zu beru¨cksichtigenden hy-
grischen Prozesse fu¨hren u.a. zu einer zusa¨tzlichen Beanspruchung der Ringbewehrung,
was die Rißbreiten zusa¨tzlich vergro¨ßert. Im Hinblick auf die Standsicherheit beweisen die
statischen Simulationen, daß der Turm Tragreserven fu¨r etwa die 2.5–fache Bemessungs-
windlast besitzt.
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Abbildung 4.27: Schalengeometrie und Wanddickenverlauf des Ku¨hlturmes B
4.2.2 Turm B
4.2.2.1 Geometrie- und Materialdaten
Der zweite zu analysierende Naturzugku¨hlturm entspricht in seiner Schalengeometrie
demjenigen des Kraftwerks NIEDERAUSSEM, der durch seine gigantische Ho¨he von
200.00 m charakterisiert ist ([Harte, Kra¨tzig & Montag 2001]). Wegen der Verwendung
des Sonderbetons (SRB 85) fu¨r die Schale des Ku¨hlturmes wurden die Daten zur weiteren
numerischen Analyse aus Harte & Busch (1996) entnommen.
Der Ku¨hlturm setzt sich aus zwei Hyperboloiden zusammen, deren Mittelfla¨chengeome-
trien durch die allgemeine Hyperbelgleichung (Gl. 4.12) beschrieben werden. Die beiden
Schalen sind durch folgende Parameter festgelegt:
untere Schale: ro = -7.2434 m, obere Schale: ru = 42.3703 m,
a = 49.8735 m, a = 0.2597 m,
b = 114.9326 m, b = 8.2940 m,
HT= 142.00 m, HT= 142.00 m.
Abbildung 4.27 gibt einen U¨berblick u¨ber die Schalengeometrie und den Wanddicken-
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verlauf.
Die 48 rechteckigen Radialpfeiler auf den Einzelfundamenten (B/D/H =
5.00 m/7.00 m/3.50 m) besitzen eine konstante Breite in Umfangsrichtung von
1.40 m und in Meridianrichtung eine von 3.10 m auf 1.10 m linear nach oben abnehmende
Dicke. In unseren Simulationen wurden die Einzelfundamente als Dehn- und Drehfedern
idealisiert; der Bettungsmodul des Baugrundes errechnet sich mit den angenommenen
Bodenkennwerten σzul = 1.00 MN/m
2 und Es = 100 MN/m
2 zu k = 23.78 MN/m3.
Die in den Analysen verwendeten Baustoffe fu¨r alle Bauteile sind Beton B 35 und
Betonstahl Bst 500S. Die mittlere Betonzugfestigkeit wurde mit fct = 2.675 MN/m
2
mit einem Variationskoeffizient der Streuung η = 10% angesetzt. Die Festigkeit und die
Bruchdehnung des Stahls wurde jeweils zu ft = 550 MN/m
2 und zu 10% angenommen.
Die vorhandenen Bewehrungen in Abbildung 4.28 fu¨r die nichtlineare Analyse ergaben
sich aus der linearen statischen Bemessung nach der Richtlinie VGB (1997). Da die
Rißbreite ein signifikantes Maß fu¨r eine Scha¨digung darstellt und stark vom Stabdurch-
messer abha¨ngt, wurden sa¨mtliche Bewehrungen einheitlich mit einem Durchmesser von
12 mm angenommen.
Die angesetzte Windlast wurde nach VGB (1997) mit der Windlastzone II, der Druckver-
teilungskurve K 1.4 und einem dynamischen U¨berho¨hungsfaktor von ϕ = 1.07 festgelegt.
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Abbildung 4.28: Vorhandene Bewehrung aus der linearen Analyse
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4.2.2.2 Lastfall G + λW
Der mit Eigengewicht G vorbelastete Turm wird durch eine ansteigende quasi-statische
Windlast W bis zum Versagen beansprucht. Die Abbildungen 4.29 und 4.30 stellen die
Last-Verformungspfade der Punkte A, B und C im Staupunktsmeridian und der Punkte
D, E und F in der Richtung senkrecht zum Wind dar (vgl. Abb. 4.27).
A¨hnlich wie beim ersten Turm (Turm A) entstehen erste Risse am oberen Ranglied bei
einem niedrigen Windlastniveau von 0.6 W . Die sich vermehrenden Risse verbleiben bis
zum Windlastfaktor λ = 1.20 im Bereich des Randgliedes. Die Windlastintensita¨t λ = 1.20
erzeugt im Luv der Schalenmitte erste horizontale Trennrisse, die sich mit steigender
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Abbildung 4.29: Last-Verformungspfade in den Punkten A, B und C
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Abbildung 4.30: Last-Verformungspfade in den Punkten D, E und F
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Abbildung 4.31: Rißbild bei G + 1.50 W
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Abbildung 4.32: Rißbild bei G + 2.00 W
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Abbildung 4.33: Rißbild bei G + 2.30 W
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Windbeanspruchung u¨ber den gesamten Luvbereich weiter entwickeln. Etwa bei λ = 1.35
treten erste vertikale Risse im oberen Flankenbereich bei θ = 90◦ unterhalb des Punktes E
auf. Abbildung 4.32 und 4.33 zeigen die Rißentwicklung an den Innen- und Außenseiten
der Schale bei hohen Windlastniveaus. Die Luvseite wurde in der gesamten Ho¨he durch
die horizontalen Trennrisse stark gescha¨digt, wa¨hrend die vertikalen Biegerisse in der
oberen Ha¨lfte der Flankenseite, zwischen dem Punkt E und dem Punkt F, dicht verteilt
sind. Der Bereich zwischen den Punkten D und E erweist sich als U¨bergangsbereich
zwischen den horizontalen und den vertikalen Rissen.
Der oben erwa¨hnte Rißentwicklungsprozeß ist durch das Last-Verformungsverhalten
des Turmes in den beobachteten Punkten wiederzuerkennen. Nach dem Auftreten der
Trennrisse bei λ = 1.20 entwickelt der Turm ein versta¨rkt nichtlineares Tragverhalten.
Mit steigender Windlast wird der Turm zunehmend weicher. Bei λ = 1.75 plastiziert
die Meridianbewehrung im Bereich der Taille (Punkt B). Bis zum endgu¨ltigen Versagen
des Turmes plastiziert nahezu die gesamte Meridianbewehrung im Luv des mittle-
ren Drittelbereichs. Der Turm versagt bei der Windlast 2.34 W mit einer Verformung
in der Taille (Punkt B) von ca. 1.85 m und an der oberen Flanke (Punkt E) von ca. 0.65 m.
Die Stu¨tzen verhalten sich prinzipiell wie beim Turm A. Beim Windlastfaktor λ = 0.50
treten Biegerisse in den Stu¨tzen im Fußpunkt bei θ = 0◦, bei λ = 0.70 in der Stu¨tzenmit-
te und bei λ = 1.00 im Stu¨tzenkopf auf. Im Bereich der Stu¨tzenko¨pfe, an der Luvseite
der Schale, kommt es bei λ = 1.30 zu Trennrissen. Die Risse entwickeln sich weiter mit
steigender Windlast etwa bis in den Bereich θ = 60◦ . Die Plastizierung des Stahls be-
ginnt bei λ = 2.25. Dabei kommt es nicht zu einem Versagen der Stu¨tzen. Die Stu¨tzen
im druckbeanspruchten Teil verbleiben, wie beim Turm A, wa¨hrend des gesamten Bela-
stungsvorganges im elastischen Druckbereich des Betons.
4.2.2.3 Lastfall G + ∆T45K + λW
Die thermische Einwirkung im winterlichen Betriebszustand erzeugt wieder das gleiche
Rißbild wie bei Turm A in der Schale des Turmes (Abb. 4.36). Die Risse befinden sich
im Erstrißbildungsstadium, und daher sind die Rißabsta¨nde sehr groß. Die mittleren Riß-
breiten verbleiben noch unterhalb wm = 0.1 mm.
Fu¨r einen besseren U¨berblick u¨ber den Rißentwicklungsprozeß mit steigender Windeinwir-
kung wurden in Abbildung 4.37 – 4.40 die Risse kleiner als wm = 0.1 mm herausgefiltert.
Im Vergleich zu dem kalten Turm sind vertikale Risse, aufgrund der Biegebeanspruchung
infolge von Temperatureinwirkung, im unteren Flankenbereich der Außenschale zu
erkennen, wa¨hrend der kalte Turm im Bereich u¨ber die gesamte Windbelastung rißfrei
bleibt. Der u¨berwiegende Teil der vertikalen Risse im Flankenbereich an der Innenscha-
le bleibt kleiner als wm = 0.1 mm. Das simulierte Rißbild stellt fu¨r den Turm unter
der winterlichen Bemessungswindlast 1.0 W keinen wesentlichen Scha¨digungszustand dar.
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Abbildung 4.34: Last-Verformungspfade in den Punkten A, B und C
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Abbildung 4.35: Last-Verformungspfade in den Punkten D, E und F
Wie beim ersten Turm erkennt man auch hier die dominierende Windwirkung durch
den Vergleich der Rißbilder mit denen des kalten Turmes. Die aufgetretenen Risse dieses
Turmes sind jedoch wa¨hrend des gesamten Belastungsprozesses erheblich kleiner als die
beim ersten Turm, natu¨rlich infolge der ho¨heren Ringbewehrung.
Die in Abbildung 4.34 und 4.35 dargestellten Last-Verformungspfade geben den
Vorscha¨digungseffekt aus der thermischen Beanspruchung mit einem flacheren Anstieg
als beim kalten Turm wieder. Vergleicht man das Verformungsverhalten mit demjenigen
des kalten Turmes (Abb. 4.48, 4.49), so stellt man wieder fest, daß sich die beiden Tu¨rme
bei hohem Windlastniveau sehr a¨hnlich verhalten. Die Vorscha¨digung aus der Temperatur
wird durch die zunehmende Scha¨digung infolge der Windbeanspruchung unterdru¨ckt.
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Abbildung 4.36: Rißbild bei G + ∆T45K + 0.00 W
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Abbildung 4.37: Rißbild bei G + ∆T45K + 1.00 W
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Abbildung 4.38: Rißbild bei G + ∆T45K + 1.50 W
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Abbildung 4.39: Rißbild bei G + ∆T45K + 2.00 W
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Abbildung 4.40: Rißbild bei G + ∆T45K + 2.30 W
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Abbildung 4.41: U¨berho¨hte Verformung bei G + ∆T45K + 2.30 W
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Jedoch verursacht diese Vorscha¨digung breitere Risse. Die Bewehrung beginnt bei λ = 1.50
zu plastizieren. Die Plastizierung des Stahls entwickelt sich in gleicher Weise wie beim
kalten Turm. Die Versagenslast betra¨gt 2.37 W . Die Abbildung 4.41 stellt die Verfor-
mungsfigur des Turmes kurz vor dem Versagen dar.
4.2.2.4 Lastfall G + ∆T45K + ∆Thygr + λW
Wie zu erwarten war, vergro¨ßert die Beanspruchung aus hygrischem Quellen die
Vorscha¨digung in der gesamten Schale. Wa¨hrend die Rißentwicklung auf der Innenschale
keine wesentliche A¨nderung von der unter dem vorherigen Lastfall aufweist, ist eine
erhebliche Zunahme von Rißanzahl und -breite auf der Außenschale festzustellen. In
Abbildung 4.42 – 4.45 sind die Risse in der Außenschale bei verschiedenen Windlastin-
tensita¨ten dargestellt. Die Herausfilterung von kleineren Rissen ermo¨glicht es wieder, den
Effekt der Windeinwirkung auf der aufgeweichten Schale zu verfolgen. Die meisten Risse
bleiben bis zur Windlast 1.0 W kleiner als 0.20 mm.
Die Last-Verformungskurven sind nahezu identisch mit denen unter dem vorherigen Last-
fall ohne die Beanspruchung aus hygrischem Quellen (Abb. 4.46, 4.47): Der Unterschied
zeigt sich lediglich unterhalb des Windlastfaktor λ = 1.0 und ist im Flankenbereich
etwas ausgepra¨gter als im Luvbereich (Abb. 4.48, 4.49). Dieses nahezu identische
Verformungsverhalten mit und ohne hygrischem Effekt beruht darauf, daß sich der
Scha¨digungszustand aus beiden Zwangsbeanspruchungen noch im Erstrißbildungsstadi-
um befindet.
Obwohl die Plastizierung der Meridianbewehrung bei λ = 1.4 etwas fru¨her auftritt, zeigt
der hygrische Effekt auch auf das Versagensverhalten wieder keinen Einfluß.
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Abbildung 4.42: Rißbild bei G + ∆T45K + ∆Thygr + 1.00 W
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Abbildung 4.43: Rißbild bei G + ∆T45K + ∆Thygr + 1.50 W
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Abbildung 4.44: Rißbild bei G + ∆T45K + ∆Thygr + 2.00 W
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Abbildung 4.45: Rißbild bei G + ∆T45K + ∆Thygr + 2.23 W
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Abbildung 4.46: Last-Verformungspfade in den Punkten A, B und C
  /  G  '
 G E ' 
 G  6 G F F G F  G D 
 G ' 6 G ( ' G 6 F G 6  G   G  6 G 
 '
 G  F
 G  

G
F

G
6

G



G
'


G


G
F

G
6
   7    " $ +      
A

 

7







8 " $    9  L
8 " $    %  L
8 " $    G46  L
  /    G  !
M  / 
 E  G    
  /  '  G  !
M  / 
 E  G    
  /  E  G  !
M  / 
 E  G    
 	  *
6 ( N
	   *
 5 + 
	   Q
Abbildung 4.47: Last-Verformungspfade in den Punkten D, E und F
4.2.2.5 Lastfall G + ∆T + Wzyk
Wie bereits im Abschnitt 4.2 erwa¨hnt, wird mit diesem Lastkollektiv versucht, die
Scha¨digungsentwicklung u¨ber die Lebensdauer des Turmes global zu simulieren.
Nach der Belastung mit der Kombination G + ∆T + ∆Thygr + 1.0 W , wird die
Temperaturbeanspruchung des winterlichen Betriebszustandes ∆T45K auf die Tem-
peraturbeanspruchung des Normalbetriebes ∆T25K gesenkt. Anschließend wird die
Windbelastung mit 1.0 W dreimal herunter- und hochgefahren. Der Turm wird danach
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Abbildung 4.48: Vergleich der Last-Verformungspfade
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Abbildung 4.49: Vergleich der Last-Verformungspfade
mit monoton steigender Windlast bis zum Versagen beansprucht.
Das prinzipielle Verhalten des Turmes unter dieser Lastfallkombination ist a¨hnlich wie
beim ersten Turm. Die Abbildungen 4.51 und 4.52 zeigen, wie beim Turm A, keinen we-
sentlichen Einfluß der zyklischen Windbeanspruchung auf das Last-Verformungsverhalten
in der Taille des Turmes. Die verbleibenden Risse nach den Windlastzyklen sind in Ab-
bildung 4.50 dargestellt. Breitere vertikale Risse befinden sich in der unteren Ha¨lfte der
Schale, jedoch kleiner als wm = 0.15 mm. Das bereits in Abschnitt 4.2.1.6 ausfu¨hrlich
diskutierte Verhalten gilt auch fu¨r diesen Turm.
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Abbildung 4.50: Rißbild nach 3 Belastungszyklen mit 1.0 W
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Abbildung 4.51: Vergleich der Last-Verformungspfade
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Abbildung 4.52: Vergleich der Last-Verformungspfade
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4.2.2.6 Auswertung der Analyse
Aus der bisherigen statischen Scha¨digungsanalyse la¨ßt sich folgende Vorhersage u¨ber die
Dauerhaftigkeit und die Standsicherheit des Ku¨hlturmes treffen.
Bei der numerischen Simulation unter den vier herangezogenen Lastfallkombinationen
entsprechen die Versagenslasten etwa der 2.4–fache Bemessungswindlast: Der Ku¨hlturm
ist somit standsicher.
Im Hinblick auf die Dauerhaftigkeit weist der Turm keine ausgepra¨gte Rißbildung auf.
Aus den Rißbildern der Simulation mit dem Belastungsszenario G + ∆T + Wzyk la¨ßt
sich erkennen, daß die mittleren Rißbreiten im wesentlichen zwischen 0.10 mm und
0.12 mm liegen. Mit Beru¨cksichtigung einer Streuung der Rißbreite ist eine wa¨hrend
der Lebensdauer auftretende, maximale Rißbreite zwischen 0.2 mm und 0.25 mm zu
erwarten, die gerade an der Grenze der zu beschra¨nkenden Rißbreite liegt.
Kapitel 5
Scha¨digungsprozesse
5.1 Nichtlineare Scha¨digungsprozesse
Das Prinzip der virtuellen Verschiebung der Kontinuumsdynamik wurde als allgemeine
Formulierung bereits durch die Gleichung (2.61) beschrieben. Zu der bisher behandel-
ten Formulierung des statischen Sonderfalls (x¨ = x˙ = 0) muß der Arbeitsanteil der
D’ALAMBERTschen Tra¨gheitskra¨fte
δWt = −
∫
B0
ρ0x¨δxdv (5.1)
beru¨cksichtigt werden. Somit la¨ßt sich das Prinzip der virtuellen Verschiebung in der Form
ausdru¨cken:
δW = δWt + δWi − δWa = 0. (5.2)
Im Hinblick auf die Simulation der Scha¨digung la¨ßt sich fu¨r ein beliebig diskretisiertes
Tragwerk das Prinzip der virtuellen Verschiebung als folgende nichtlineare Bewegungs-
gleichung beschreiben:
M · V¨ −G
(
V˙,V,d, t
)
= P (t) . (5.3)
Dabei bezeichnet V wesentliche Knotenfreiheitsgrade und P korrespondierende Kno-
tenkraftgro¨ßen. V˙ und V¨ stellen jeweils die Spalte der Knotengeschwindigkeiten und
der Knotenbeschleunigungen dar. M beschreibt die globale Massenmatrix. d ist ein
den Deteriorationsprozeß des Tragwerks auf der Ebene der a¨ußeren Variablen V,
P charakterisierender Parametersatz. Er entha¨lt beispielsweise Lebenszeitintervalle,
Zyklenzahlen und Typen von Einwirkungskollektiven, Intensita¨t und Starkbebendauer
einer seismischen Erregung oder Intensita¨t und Anzahl singula¨rer Scha¨digungsereignisse.
Die physikalische Zeit verko¨rpert t. Das nichtlineare Vektorfunktional G beschreibt die
inneren Knotenkraftgro¨ßen infolge viskoser
(
V˙
)
, elasto-plastischer (V) und deteriorie-
render (d) Tragwerksprozesse.
Um einen inkrementell-iterativen Lo¨sungsalgorithmus herzuleiten soll die Ausgangsglei-
chung (5.3), analog der nichtlinearen Statik, linearisiert werden. Somit entsteht als Er-
gebnis die tangentiale Bewegungsgleichung ([Kra¨tzig 1989], [Kra¨tzig 1990]):
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M ·∆V¨ +CT ·∆V˙ +KT ·∆V = P− FI = P−M · V¨ +G
(
˙¯V, V¯,d, t
)
. (5.4)
Dabei ist CT die tangentiale (viskose) Da¨mpfungsmatrix und KT die tangentiale
Steifigkeitsmatrix. FI bezeichnet den inneren Knotenkraftvektor aus Tra¨gheitswirkungen
(M · V¨) sowie aus viskosen, elasto-plastischen und deteriorierenden Tragwerksprozessen
(G
(
˙¯V, V¯,d, t
)
).
Dynamische Beanspruchungsprozesse eines Tragwerks und seine Scha¨digungsprozesse
laufen in sehr unterschiedlichen Zeitskalen ab. Erstere bewegt sich im Sekundenbereich,
Deteriorationsprozesse dagegen in Lebensdauerintervallen von ca. 108 s. CT , KT , und G
ko¨nnen daher funktionale Bestandteile sehr unterschiedlicher zeitlicher Gro¨ßenordnung
enthalten. Bei den klassischen Untersuchungen zur Ermu¨dungsfestigkeit von Tragwerken
unter hohen Beanspruchungszyklen - dem high-cycle-fatigue - werden die sich ausbilden-
den Deteriorationen als so lokal wirkend angesehen, daß ihre Auswirkungen auf die globale
Tragwerkssteifigkeit KT und auf die inneren Knotenkraftgro¨ßen G vernachla¨ssigbar
sind. Schnittgro¨ßen der nach geltenden Normen ausgefu¨hrten Dauer- und Betriebsfestig-
keitsnachweise, fu¨r den Stahlbau in der Monographie Seeger (1996) zusammengestellt,
entstammen daher stets linear-elastischen statischen (oder dynamischen) Analysen. Setzt
man schließlich eine statistische Gleichverteilung der in Betriebsfestigkeitsnachweisen
verwendeten Lastkollektive u¨ber einzelnen Lebensdauerintervalle eines Tragwerks voraus,
so folgt aus all diesen Annahmen eine lineare Scha¨digungsakkumulation mit der Zeit.
Dies stellt eine Voraussetzung zur Bestimmung von Tragwerkslebensdauern und Inspek-
tionsintervallen sowie zur Planung von Rehabilitationsmaßnahmen dar.
Bei Ausbildung nichtlinearer Scha¨digungsprozesse sind die durch den Deteriorationspro-
zeß formulierten Modifikationen der Tragwerkssteifigkeit KT und der inneren Knoten-
kraftgro¨ßen G nicht mehr vernachla¨ssigbar klein und verursachen daher nichtlineare
Scha¨digungsakkumulationen. Damit vera¨ndert sich im Verlaufe des Scha¨digungsprozes-
ses das Antwortverhalten des Tragwerks. Die Simulation des Tragverhaltens muß deshalb
nichtlinear erfolgen, und zwar durch Integration der tangentialen Bewegungsgleichung
oder fu¨r quasi-statisches Vorgehen durch iterativ-inkrementelle Lo¨sung der tangentialen
Steifigkeitsbeziehung. Voraussetzung fu¨r nichtlineare Scha¨digungsprozesse ist somit die
Abha¨ngigkeit von Steifigkeit KT (d) und inneren Knotenkraftgro¨ßen G (d) von den cha-
rakterisierenden Parametern d des Deteriorationsprozesses.
Besondere Aufmerksamkeit erfordern nichtlineare Scha¨digungsprozesse, wenn die Ein-
wirkungen signifikant zeitabha¨ngig sind, z.B. fu¨r Wind-, Wellen-, Maschinen- oder
Verkehrserregung. Dann na¨mlich kann sich das Systemverhalten durch Deterioration
von demjenigen des Neuzustandes entfernen: Das dynamische System verstimmt sich
scha¨digungsgetrieben. Liegt ein breitbandiges Erregerspektrum mit ausgepra¨gtem
Maximum vor, so ko¨nnen sich nur tiefabgestimmte Systeme - die dominanten Eigenfre-
quenzen liegen unterhalb des Erregermaximums - durch Scha¨digung der Beanspruchung
entziehen. Steifigkeitsreduzierungen fu¨hren bekanntlich zu niedrigeren Eigenfrequenzen,
wodurch jedes tiefabgestimmte System seine Neuwertposition in Richtung schwa¨cherer
Erregerdynamik verlassen kann.
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Hochabgestimmte Systeme – die dominanten Eigenfrequenzen liegen oberhalb des
Erregermaximums – werden sich dagegen durch Deteriorationen automatisch und
fortschreitend in Bereiche sta¨rkerer Erregung adaptieren, wodurch sich ein progressiver
Scha¨digungsprozeß ausbildet.
Nichtlineare Scha¨digungsprozesse geho¨ren wegen ihrer komplizierten Materialbeschreibun-
gen zu den (heute noch) nicht in Echtzeit simulierbaren Tragwerkspha¨nomenen. Daher
beschra¨nkt man sich auf die Antwortanalyse weniger Einwirkungszyklen mit nachfolgender
Extrapolation oder insgesamt auf Abscha¨tzungen der nichtlinearen Scha¨digungsakkumu-
lation. Im ersten Fall muß mindestens ein gesamter Einwirkungszyklus behandelt werden,
um einen Vergleich mit dem u¨berlasteten, ungescha¨digten Neuzustand zu ermo¨glichen.
5.2 Quantifizierung des Scha¨digungszustandes
Zur Quantifizierung der sich entwickelnden Scha¨digungen kann eine infinitesimale
Dynamik auf die in statischer Analyse unter den betrachteten Lastfallkombinationen
berechneten nichtlinearen Deformationszusta¨nden eines Tragwerks superponiert werden.
Somit wird der Einfluß der Steifigkeitsabnahme des Tragwerks durch die Scha¨digungs-
prozesse aus der statischen Analyse nun aus dem Verlauf der Eigenfrequenzen u¨ber
unterschiedlichen Scha¨digungsniveaus abgelesen. Dabei dient das Eigenfrequenzspektrum
als ein u¨beraus anschauliches, nicht konstitutiv verankertes System globaler Scha¨di-
gungsparameter, aus welchem Aufschlu¨sse u¨ber die Ursachen des Scha¨digungsprozesses
gezogen werden ko¨nnen ([Harte, Kra¨tzig, Noh & Petryna 2000]).
Bei der Eigenschwingungsanalyse werden infinitesimal kleine elastische Bewegungen um
den als fixiert angenommenen, gescha¨digten Lo¨sungspunkt V (t∗), V˙ (t∗), d∗ der nichtli-
nearen Zustandsgleichung
M ·∆V¨ +CT (V (t∗) ,d∗) ·∆V˙ +KT (V (t∗) ,d∗) ·∆V = 0 (5.5)
gesucht, wobei die Gleichung (5.5) den ausiterierten Zustand der tangentialen Bewe-
gungsgleichung (5.4) darstellt. Somit werden Eigenschwingungen einem kinematisch und
physikalisch nichtlinear deformierten, quasi-statisch berechneten Grundzustand des Trag-
werks mit unterschiedlichen beanspruchungsniveau abha¨ngigen Scha¨digungszusta¨nden
superponiert.
Als Maß fu¨r quantitative Auswirkungen der Makro-Scha¨digungen auf das Tragverhalten
lassen sich sehr anschauliche, pha¨nomenologische Indikatoren aus der nichtlinearen FE-
Analyse gewinnen. Von einem derartigen Indikator verlangt man, daß er den ungescha¨dig-
ten Tragwerks-Neuzustand trennscharf von teil- oder grenzgescha¨digten (unmittelbar vor
dem Kollaps) Zusta¨nden unterscheidet und letztere quantifiziert.
Alle hierzu erforderlichen Informationen sind als Folge des Simulationskonzeptes Kra¨tzig
(1997) in der tangentialen Steifigkeitsmatrix KT (V,d) enthalten. Somit spiegeln sie sich
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Abbildung 5.1: Schema des Newton-Raphson-Verfahrens
als m skalare, reelle Gro¨ßen im Spektrum der Eigenwerte von KT oder der da¨mpfungs-
freien Eigenfrequenzen (CT = 0) von Gleichung (5.5) wider:
f1 (V,d) , f2 (V,d) , ...fi (V,d) , ...fm (V,d) . (5.6)
Bezieht man die Eigenfrequenzen fi auf ihre jeweils scha¨digungsfreien Pendants des
Tragwerks-Neuzustands d = 0, so la¨ßt sich durch
Di (V,d) = 1.00− fi (V,d)
fi (V,d = 0)
, 1 ≤ i ≤ m (5.7)
ein Satz von m Scha¨digungsindikatoren herleiten, die in U¨bereinstimmung mit modernen
Definitionen ([Garstka, Kra¨tzig, Meskouris, Meyer & Stangenberg 1991]) im Neuwertzu-
stand den Wert 0 annehmen und fu¨r zunehmende Deteriorationen gegen 1.00 streben.
Der Bezug auf die Skalare fi, i = 1, ...m macht Di vorteilhafterweise als quantitative
Schwa¨chung des gescha¨digten Tragwerkszustandes interpretierbar, bezogen auf eine
bestimmte Eigenform i.
Ein Nachteil bei der Anwendung der oben definierten Scha¨digungsindikatoren besteht
darin, daß die Anzahl der als signifikant angesehenen Eigenfrequenzen vorab vernu¨nftig
abgescha¨tzt werden muß, wobei diese Abscha¨tzung von der Tragwerks– und Beanspru-
chungsart abha¨ngig ist.
Aus diesem Grund wurde ein weiterer Indikator definiert, der mit einem einzigen Para-
meter den Scha¨digungszustand beschreibt. Der Indikator basiert auf dem Verformungs-
zuwachs ∆V0, der vorteilhaft aus den inkrementellen Gleichgewichtsiterationen bei der
nichtlinearen FE-Berechnung zu erhalten ist (vgl. Abb. 5.1), und daher keinen zusa¨tzli-
chen, numerischen Aufwand bereitet.
∆V0 bezeichnet das Verschiebunginkrement beim ersten Iterationsschritt z.B. im (l+1)-
ten Lastinkrement und stellt die tangentiale Steifigkeit des Tragwerks im Gleichgewichts-
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zustandes des vorherigen Lastschrittes dar. Da die Modalformen wegen ihrer Orthogo-
nalita¨tseigenschaft Basisvektoren im betrachteten Raum bilden, la¨ßt sich das Verschie-
bungsinkrement ∆V0 als Linearkombination sa¨mtlicher Modalformen darstellen:
∆V0 =
m∑
i=1
xiΦi. (5.8)
Analog bei der Ermittlung der Eigenfrequenzen mit bekannten Modalformen ([Meskouris
1999]) kann man nun unter Anwendung des Rayleigh-Quotienten die zu dem Verschie-
bungsinkrement ∆V0 geho¨rigen Eigenwert des dynamischen Systems berechnen.
f¯ 2l =
V0T ·KT · V0
V0T ·M · V0 (5.9)
Verwendet man weiter die Definition nach Gleichung (5.7), so la¨ßt sich der auf der Ver-
formung basierende Scha¨digungsindikator nunmehr wie folgt darstellen:
D∆V = 1− f¯l
f¯0
. (5.10)
Dabei bezeichnet f¯0 den Bezugsscha¨digungsparameter, der den Ausgangszustand des
jeweilig betrachteten Lastfalles darstellt.
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Kapitel 6
Scha¨digungsanalysen der
Naturzugku¨hltu¨rme
Ausgehend von der im vorherigen Kapitel ausgefu¨hrten Betrachtung der Tragwerksscha¨di-
gung soll in diesem Kapitel der Scha¨digungszustand beider Naturzugku¨hltu¨rme unter den
bereits betrachteten statischen Lastfallkombinationen analysiert werden.
6.1 Analyse der Eigenschwingungen
Im folgenden werden Analysen der Eigenschwingungen beider Tu¨rme mit Beru¨cksichti-
gung der Scha¨digungszusta¨nde in Abha¨ngigkeit der verschiedenen Lastintensita¨ten durch-
gefu¨hrt. Der Verlauf der Eigenfrequenzen soll die Abnahme der globalen Steifigkeit wider-
spiegeln. Dabei wurde fu¨r einen anschaulichen Vergleich mit der statischen Analyse die
Bodensteifigkeit als zeitunabha¨ngig angenommen.
6.1.1 Turm A
Die Abbildungen (6.1), (6.2) und (6.3) zeigen die Verla¨ufe der ersten drei Eigenfre-
quenzen u¨ber dem Windlastfaktor λ, die sowohl den Beanspruchungs- als auch den
Scha¨digungszustand charakterisieren, fu¨r die drei untersuchten Lastfallkombinationen.
Die in Abbildung (6.1) dargestellten Verla¨ufe der ersten drei Eigenfrequenzen fu¨r den
Lastfall G + λW zeigen bis zum Einsetzen erster Rißprozesse bei λ = 1.75 weitgehend
konstante Werte zwischen f = 0.67 Hz und f = 0.74 Hz. Durch den Steifigkeitsabfall
des Tragwerkes, den die schlagartig auftretenden horizontalen Trennrisse im Luvbereich
hervorrufen, kommt es zu einem dramatischen Abfall der 1. Eigenfrequenz, auf ca.
f = 0.58 Hz bei λ = 2.0 und um ca. 65% bis zum Versagen. Die 2. und 3. Eigenfrequenz
verhalten sich bis zu ca. λ = 2.2 relativ konstant, danach fallen sie bis zum Versagen um
ca. 30% bzw. 18%.
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Die Verla¨ufe der Eigenfrequenzen fu¨r die Beanspruchungskombination G + ∆T45K + λW
zeigen eine Reduktion der Eigenfrequenzen im Vergleich zu G+λW , durch die Vorscha¨di-
gung des gesamten Ku¨hlturmes infolge der Temperaturgradienten ∆T45K und den
damit einhergehenden Steifigkeitsabfall, die Reduktion betra¨gt fu¨r die 1. Eigenfrequenz
beispielsweise 15% (vgl. Abb. 6.2). Die 1. Eigenfrequenz verla¨uft leicht abfallend (um ca.
10%), ausgehend von f = 0.58 Hz bis zum Lastfaktor λ = 1.75.
Bei fortschreitender Scha¨digung durch die Windbelastung kommt es zu einem a¨hnlich
starken Abfall nach λ = 1.75 und dem auftretenden Versagen bei ca. 62% wie unter
G + λW . Die 2. Eigenfrequenz reagiert ebenfalls auf die fortschreitende Scha¨digung
durch den Wind, jedoch kommt es bei λ = 1.4 zu einem sprunghaften Abfall um
14%, danach verha¨lt sich der Verlauf bis zu λ = 2.2 anna¨hernd konstant und folgt
dann der oben beschriebenen Charakteristik der 2. Eigenfrequenz bei G + λW bis zum
Versagen. Die 3. Eigenfrequenz verha¨lt sich analog zur 3. Eigenfrequenz des kalten Turmes.
Unter der Beanspruchungskombination G + ∆T45K + ∆Thygr + λW kommt es zu einer
erheblichen Reduktion der 1. Eigenfrequenz durch die zusa¨tzliche Vorscha¨digung des
gesamten Tragwerkes, infolge der hygrischen Beanspruchung, auf f = 0.49 Hz (vgl. Abb.
6.3); dieses entspricht etwa einer 30-prozentigen Reduktion der ungescha¨digten 1. Eigen-
frequenz unter reinem Eigengewicht. Die anderen Eigenfrequenzen unterliegen zwar auch
einer Reduktion, aber diese sind weniger ausgepra¨gt. Die Eigenfrequenzen a¨ndern sich mit
steigender Windlast tendenziell a¨hnlich wie bei der Lastfallkombination G+∆T45K +λW .
Aus den Eigenfrequenzverla¨ufen in den Abbildungen 6.2 und 6.3 zieht man folgende
strukturmechanische Schlußfolgerungen: Der gesamte Turm wurde infolge der Vorscha¨di-
gung bereits so stark gerissen, daß die weitere Scha¨digung im lokalen Bereich infolge
des “niedrigen” Windlastniveaus den globalen Zustand nicht mehr stark beeintra¨chtigen
kann. In diesem Scha¨digungsniveau reagieren die 2. und die 3. Eigenfrequenzen etwas
sensibler auf die lokale Scha¨digung aus der “niedrigen” Windbeanspruchung. Die 1.
Eigenfrequenzen reagieren erst nach dem starken Abfall der 2. Eigenfrequenzen auf die
Windbeanspruchung. Die 2. Eigenfrequenzen setzen den Anfangstrend der 1. Eigenfre-
quenzen bis kurz vor dem Versagen fort. Die 3. Eigenfrequenzen verhalten sich gegenu¨ber
den 2. Eigenfrequenzen prinzipiell in gleicher Weise.
Diese Modifikation der dynamischen Eigenschaften des Turms la¨ßt sich an Hand der
A¨nderungen der Modalformen noch detaillierter darstellen. In Abbildungen 6.4 und
6.5 sind die A¨nderungsprozesse der ersten drei Modalformen repra¨sentativ fu¨r die
Lastfallkombination G + ∆T45K + λW dargestellt. Die ersten drei Modalformen unter
Eigengewicht sind drei-, fu¨nf- und vierwellige Biegemodalformen, die sich an der oberen
Ha¨lfte der Schale signifikant ausbilden. Durch die Steifigkeitsreduktion der Außenseite
der Schale infolge der thermischen Einwirkung zeigt der Turm neue Eigenschaften. Somit
wird die erste Modalform mit einer Eigenfrequenz f = 0.58 Hz fu¨nfwellig und die zweite
mit f = 0.66 Hz dreiwellig, wa¨hrend die dritte Modalform mit f = 0.70 Hz unvera¨ndert
vierwellig bleibt. Bei der Betrachtung der Lastfallkombination G+∆T45K + λW erkennt
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man, daß nach dem sprunghaften Abfall der zweiten Eigenfrequenz etwa auf dem Nivaue
der ersten Eigenfreqenz bei λ = 1.4 die zweite Modalform dazu tendiert, wie die erste
Modalform, fu¨nfwellig zu werden. Die Eigenfrequenz tendiert bis kurz vor dem Versagen
dazu, die von der ersten Eigenfrequenz und Modalform vorgegebene Frequenz weiter zu
erhalten. Somit bildet die Modalform beispielsweise bei λ = 1.9 in Abbildung 6.5 eine
deutlich fu¨nfwellige Form aus, die der ersten entspricht. Im Vergleich dazu a¨ndert sich
die vierwellige dritte Form erst bei sehr hohem Windlastniveau und na¨hert sich somit
der fu¨nfwelligen zweiten Modalform. Kurz vor dem Versagen gleichen die Modalformen
der Versagensverformung.
Im folgenden werden die Ergebnisse der Schwingungsanalyse unter der zyklischen
Beanspruchungskombination G + ∆T + Wzyk kurz zusammengefaßt: Die angesetzten
zyklischen Windbeanspruchungen mit der Intensita¨t λ = 1.0 a¨ndern die dynamischen
Eigenschaften des Turms unwesentlich. Daher bleiben die Eigenfrequenzen des Turmes
anna¨hrend unvera¨ndert ([Harte, Kra¨tzig, Noh & Petryna 2000]), obwohl diese Windlast-
zyklen zur Rißbreitenentwicklung signifikant beigetragen haben. Jedoch verha¨lt sich der
Turm bei der zyklischen Temperatureinwirkung anders: Trotz der Reduktion des Tem-
peraturgradienten bleibt der Scha¨digungszustand des Turmes anna¨hernd unvera¨ndert.
Somit erho¨ht sich die 1. Eigenfrequenz von f = 0.49 Hz unter der Lastfallkombination
G+∆T45K+∆Thygr lediglich auf f = 0.51 Hz nach der Reduzierung der Temperaturbean-
spruchung um ∆T20K . Der Turm schwingt bei der weiteren Reduzierung der Temperatur
auf den Normalbetriebszustand mit vollsta¨ndiger Entlastung der hygrischen Einwirkung
G + ∆T25K mit der 1. Eigenfrequenz von f = 0.52 Hz. Die 2. und 3. Eigenfrequenzen
verhalten sich auch in a¨hnlicher Weise. Das gleiche Schwingungsverhalten la¨ßt sich auch
beim zweiten Turm B feststellen.
Zusammenfassend la¨ßt sich sagen, daß die niedrigste Eigenfrequenz eines Turmes, der den
winterlichen Betrieb erlebt hat, infolge Temperatur und hygrischer Beanspruchung stark
reduziert wird. Diese scha¨digungsbedingt reduzierte Eigenfrequenz und die zugeho¨rige
Eigenform, die nicht notwendigerweise mit der aus der linearen Analyse u¨bereinstim-
men muß, bleibt trotz der Verbesserung der thermischen Bedingungen weitergehend un-
vera¨ndert.
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Abbildung 6.1: Verlauf der ersten drei Eigenfrequenzen bei G + λW
 G 6  G ' G  G 
 G F
 G '
 G 6
 G 
 G  G F G ' G 6 G   G 

G
D


G
'
6

G
(
'

G
6
F

G
6


G



G

6
A    7        
%

+

$
7


K
"

$
M


1
M


 G  %  +  $ 7   K "  $ M  L
 G  %  +  $ 7   K "  $ M  L
 G  %  +  $ 7   K "  $ M  L
 	  *
6 ( N
	   Q 
Abbildung 6.2: Verlauf der ersten drei Eigenfrequenzen bei G + ∆T45K + λW
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Abbildung 6.3: Verlauf der ersten drei Eigenfrequenzen bei G + ∆T45K + ∆Thygr + λW
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Abbildung 6.4: A¨nderung der ersten drei Modalformen u¨ber den Lastfaktor λ
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Abbildung 6.5: A¨nderung der ersten drei Modalformen u¨ber den Lastfaktor λ
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6.1.2 Turm B
Die Eigenfrequenzen a¨ndern sich qualitativ a¨hnlich wie beim ersten Turm. Jedoch
beginnen die Eigenfrequenzen dieses Turmes viel fru¨her abzusinken, was bereits aus dem
Verformungsverhalten zu erkennen war (Abb. 6.6, 6.7, 6.8).
Beim kalten Turm beginnt der dramatische Abfall der 1. Eigenfrequenz ab dem Wind-
lastfaktor λ = 1.3. Wa¨hrend die bereits aus der Temperaturbeanspruchung um 17%
reduzierte 1. Eigenfrequenz ab λ = 1.1 reagiert, beginnt diejenige unter der zusa¨tzlichen
hygrischen Beanspruchung erst etwas spa¨ter bei λ = 1.3, wobei die Anfangsreduktion der
1. Eigenfrequenz ca. 24% betra¨gt. Bei allen drei Beanspruchungskombinationen reduziert
sich die 1. Eigenfrequenz unmittelbar vor dem Versagen auf ca. 0.1 Hz.
Im Bereich der “niedrigen” Windlast bleiben die 1. Eigenfrequenzen nahezu konstant,
wa¨hrend die anderen Eigenfrequenzen auf die Scha¨digung im lokal begrenzten Bereich
infolge der Windbeanspruchung sensibler reagieren. Betrachtet man die A¨nderung der
Modalformen, die in den Abbildungen 6.9 und 6.10 repra¨sentativ fu¨r die Beanspru-
chungskombination G + ∆T45K + λW dargestellt sind, la¨ßt sich, a¨hnlich wie beim ersten
Turm, die folgende A¨nderung des Schwingungsverhaltens des Turmes feststellen.
Die ersten drei Modalformen des “jungfra¨ulichen” Turmes weisen jeweils die fu¨nf-, drei-
oder vierwellige Biegemodalform auf. Bei der Scha¨digung durch die Temperaturbean-
spruchung der gesamten Schale bildet sich die 2. Modalform sechswellig, wa¨hrend die
1. und 3. Eigenform unvera¨ndert bleiben. Die drei Modalformen, jeweils mit fu¨nf, sechs
und vier Wellen, behalten ihre Formen bis zum Windlastfaktor λ = 1.0. Bei λ = 1.2
fa¨llt die 2. Eigenfrequenz sprunghaft auf das Niveau der 1. Eigenfrequenz und die
sechswellige Modalform a¨hnelt dabei der fu¨nfwelligen 1. Modalform, wa¨hrend sich die
1. Modalform wie die Versagensverformung aus Windbeanspruchung vo¨llig a¨ndert. Der
gleiche A¨nderungsvorgang der Eigenfrequenz und Modalform gegenu¨ber der sechswelligen
2. Modalform la¨ßt sich auch bei der vierwelligen 3. Modalform erkennen. Nach diesem
Windlastniveau bemu¨ht sich die 2. Modalform allma¨hlich der Versagensverformung zu
a¨hneln, wa¨hrend die 3. Modalform weiter versucht, sich entsprechend der fu¨nfwelligen
2. Modalform zu a¨ndern. Wie beim Turm A sind alle drei Modalformen kurz vor dem
Versagen vollsta¨ndig vera¨ndert, und die urspru¨nglichen Modalformen des unbescha¨digten
Turmes sind nicht wieder zu finden. Alle drei Modalformen gleichen der Versagensverfor-
mung (vgl. Abb. 4.41).
Die Scha¨digungsprozesse unter der Betrachtung der dynamischen Eigenschaften sind bei
den beiden Tu¨rmen prinzipiell gleich. Dynamische Eigenschaften der Naturzugku¨hltu¨rme
a¨ndern sich signifikant und daher stimmen sie nicht mit den aus den linearen Analy-
sen u¨berein. Die Vorscha¨digungen infolge Temperatur- und hygrischen Beanspruchungen
spielen dabei eine entscheidende Rolle.
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Abbildung 6.6: Verlauf der ersten drei Eigenfrequenzen bei G + λW
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Abbildung 6.7: Verlauf der ersten drei Eigenfrequenzen bei G + ∆T45K + λW
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Abbildung 6.8: Verlauf der ersten drei Eigenfrequenzen bei G + ∆T45K + ∆Thygr + λW
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Abbildung 6.9: A¨nderung der ersten drei Modalformen u¨ber den Lastfaktor λ
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Abbildung 6.10: A¨nderung der ersten drei Modalformen u¨ber den Lastfaktor λ
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6.2 Quantifizierung des Scha¨digungszustandes
Im folgenden werden die Scha¨digungszusta¨nde aus der statischen Analyse durch die im
vorherigen Kapitel definierten Scha¨digungsindikatoren in Abha¨ngigkeit des Lastniveaus
der betrachteten Lastfallkombination quantifiziert.
6.2.1 Turm A
In den Abbildungen 6.11 – 6.13 sind die oben definierten Scha¨digungsindikatoren u¨ber
die Windlast λ dargestellt. Die Verla¨ufe spiegeln die A¨nderung der Eigenfrequenzen
infolge der Scha¨digung wider, wegen ihrer normierten Form sind sie jedoch anschaulicher
als die bisher verwendeten.
Wie man aus den Verla¨ufen der Eigenfrequenzen bereits erkannt hat, ist der kalte Turm
bis zu einem Bereich von λ = 1.75 nahezu scha¨digungsfrei (vgl. Abb. 6.11), wa¨hrend die
mit dem Temperaturgradienten ∆T2 = 45 K und durch hygrisches Quellen ∆ Thygr vorbe-
lasteten Tu¨rme eine erhebliche Vorscha¨digung aufweisen (vgl. Abb. 6.12 und 6.13). Die
Scha¨digungsindikatoren ergeben sich fu¨r die 1. Eigenfrequenz zu 0.135 bei der Beanspru-
chungskombination G+∆T45K +λW und zu 0.265 bei G+∆T45K +∆Thygr +λW . Daraus
la¨ßt sich sehr anschaulich der Grad der Vorscha¨digung durch die Temperaturbeanspru-
chung und durch die hygrische Beanspruchung abscha¨tzen. Die Scha¨digungsindikatoren
der 1. Eigenfrequenz weisen fu¨r alle drei Beanspruchungskombinationen kurz vor dem
Versagen Werte von ca. 0.7 auf.
Betrachtet man die Abbildungen (6.12) und (6.13), so la¨ßt sich wieder feststellen, daß
die Scha¨digungsindikatoren der 2. Eigenfrequenzen im Bereich der niedrigen Windbean-
spruchung trennscharf sind. Der globale Scha¨digungszustand aus den 1. Eigenfrequenzen,
verursacht durch die Temperatur und die hygrische Beanspruchung, wird maßgebend. Die
2. Scha¨digungsindikatoren stellen im Vergleich dazu die Entwicklung der Scha¨digung in
lokal begrenzten Bereichen dar. Bei allen Lastfallkombinationen stellen die 1. Indikatoren
den maßgebenden Scha¨digungszustand dar.
Vergleicht man diese Scha¨digungsindikatoren mit dem Indikator D∆V , der auf dem Ver-
formungszuwachs, bedingt durch die steigende Windbeanspruchung, basiert, erkennt man
deutlich die lokale Scha¨digungszunahme aus der niedrigen Windwirkung, die den globa-
len Scha¨digungszustand nicht u¨berschreitet. Der Verlauf des auf dem Verformungszuwachs
basierten Indikators D∆V stimmt qualitativ gut mit dem Indikator, der auf Eigenfrequen-
zen beruht, u¨berein – fu¨r die lokale Scha¨digung mit dem Indikator der 2. Eigenfrequenz
und fu¨r die globale Scha¨digung mit dem der 1. Eigenfrequenz.
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Abbildung 6.11: Entwicklung der Scha¨digungsindikatoren bei G + λW
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Abbildung 6.12: Entwicklung der Scha¨digungsindikatoren bei G + ∆T45K + λW
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Abbildung 6.13: Entwicklung der Scha¨digungsindikatoren bei G + ∆T45K + ∆Thygr + λW
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6.2.2 Turm B
Aus den in den Abbildungen 6.11 – 6.13 dargestellten Verla¨ufen der Scha¨digungs-
indikatoren sind die A¨nderungen der Eigenfrequenzen in der normierten Form und
damit der Scha¨digungszustand u¨ber die Windlastintensita¨t anschaulich zu erkennen.
Im Vergleich zum Turm A stellen die ausgewerteten drei Scha¨digungsindikatoren
der Eigenfrequenzen unter den starken Vorscha¨digungen die Scha¨digungszunahme im
lokalen Bereich nicht scharf dar, wa¨hrend der Indikator D∆V sensibler darauf reagiert.
In diesem Fall mu¨ßte man weitere ho¨here Eigenfrequenzen mit in die Analyse einbeziehen.
Die nahezu gleichen Verla¨ufe des Indikators D∆V und D1 bei ho¨heren Windlastniveaus
erkla¨ren sich dadurch, daß sich die 1. Modalform bei starkem Scha¨digungszustand
derjenigen Verformung a¨hnelt, auf der der Indikator D∆V basiert.
Zusammengefaßt ermo¨glicht die gemeinsame Anwendung der beiden Indikatoren nicht nur
den globalen Scha¨digungszustand, sondern auch die Scha¨digungsentwicklung in lokalen
Bereichen zu identifizieren.
6.3 Progressive Scha¨digungsprozesse
Eigenfrequenzen trennen nicht nur den gescha¨digten und den ungescha¨digten Zustand
scharf voneinander, sondern erlauben es auch, den Einfluß der eingetretenen Scha¨digun-
gen auf die Gro¨ße der Winderregung des Tragwerkes hervorragend abzuscha¨tzen.
Die Reduktion der Eigenfrequenzen bewirkt, daß sich das dynamische System der
hochabgestimmten Schale zum spektralen Winderregermaximum hin verschiebt und
dadurch seine Einwirkungskomponenten versta¨rkt. Um dieses zu verdeutlichen wur-
den in das VON-KA´RMA´N-Windspektrum in den Abbildungen 6.17 und 6.18 die 1.
Eigenfrequenzen fu¨r einige repra¨sentative Beanspruchungs- bzw. Scha¨digungszusta¨nde
der Ku¨hltu¨rme eingetragen. In diesen Abbildungen der Standarddarstellung des VON-
KA´RMA´N-Windspektrums stellt S die spektrale Dichte der dynamischen Erregungskom-
ponente des natu¨rlichen Windes, f die jeweilige Frequenz und σ die Varianz dar. Die
Spektraldichtefunktion la¨ßt sich wie folgt ermitteln:
S(f) · f
σ2
=
4 · f ∗
[1 + (8, 409 · f ∗)2] 56 , f
∗ =
Lux(z) · f
u¯(z)
. (6.1)
Die in den beiden Abbildungen dargestellten Spektraldichtefunktionen besitzen Gu¨ltig-
keit fu¨r offenes ebenes Gela¨nde jeweils in Windzone I oder in Windzone II, in welchen
sich die untersuchten Ku¨hltu¨rme befinden.
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Abbildung 6.14: Entwicklung der Scha¨digungsindikatoren bei G + λW
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Abbildung 6.15: Entwicklung der Scha¨digungsindikatoren bei G + ∆T45K + λW
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Abbildung 6.16: Entwicklung der Scha¨digungsindikatoren bei G + ∆T45K + ∆Thygr + λW
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Abbildung 6.17: Scha¨digungsbedingte Zunahme der Windbeanspruchung: Turm A
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Abbildung 6.18: Scha¨digungsbedingte Zunahme der Windbeanspruchung: Turm B
Die Abbildungen belegen eindeutig das bereits erwa¨hnte, von Wind, Temperatur und
von hygrischen Effekten abha¨ngige scha¨digungsbedingte Shiften der 1. Eigenfrequenzen
aus der scha¨digungsfreien Situation hin zum Zentrum des Windspektrums.
Die zu den niedrigsten Eigenfrequenzen geho¨rige Spektraldichte wird beispielsweise
beim Turm A durch die eingetretenen Vorscha¨digungen allein aus ∆T45K im Vergleich
zum scha¨digungsfreien Zustand (G + 0.0 W ) um 9% erho¨ht und durch die zusa¨tzliche
hygrische Vorscha¨digung um 23%.
Ohne vertiefte Kenntnisse der Tragwerksdynamik und ohne weitere nichtlineare dyna-
mische Berechnungen kann man somit aus der Zunahme der spektralen Erregung auf
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eine gleichgroße Zunahme der dynamischen Beanspruchung im Sinne der 1. Eigenformen
schließen. Damit la¨ßt sich die Erho¨hung der Winderregung beim Turm B allein durch
die Vorscha¨digung aus Temperatur und hygrischem Quellen um 20% und durch die
sturmbedingten Scha¨digungen bei λ = 1.40 um 30 % der Bemessungswindlast abscha¨tzen.
Somit wird jeder Ku¨hlturm in ho¨heren Windlastbereichen erheblich sta¨rker beansprucht
als durch die auf linearen Tragwerkskonzepten beruhenden Normen vorhergesagt. Die
behandelte Scha¨digung entwickelt sich daru¨ber hinaus progressiv u¨ber die Lebensdauer
der Tu¨rme und kann deshalb nicht begrenzt werden.
Kapitel 7
Zusammenfassung und Ausblick
Im Ingenieurwesen sind lineare Scha¨digungsprozesse seit langer Zeit bekannt. Ein
typisches Beispiel ist die Ermu¨dung von Stahl. In ju¨ngster Zeit sind an verschiedenen
Tragwerkstypen stark nichtlineare progressive Scha¨digungsprozesse entdeckt worden, wie
z.B. bei Bohrplattformen unter Meereswellen, Hochbaukonstruktionen unter Starkbeben-
belastung sowie bei Verkehrsbru¨cken unter ansteigendem Schwerlastverkehr. Gemeinsam
haben diese Prozesse, die Breitbanderregung der dominierenden Einwirkungen, ein
hochabgestimmtes, nichtlineares Antwortverhalten sowie ein durch Deteriorationspro-
zesse angetriebenes, shiftendes Antwortspektrum. Unter diesen Voraussetzungen kann
sich das hochabgestimmte, dynamische System, gesteuert durch die sich ausbildenden
Scha¨digungen, automatisch und fortschreitend in ho¨here Beanspruchungsniveaus adap-
tieren: Es formiert sich ein mit dem Lebensalter nichtlinear anwachsender, progressiver
Scha¨digungsprozeß.
Ganz erhebliche Bedeutung besitzen derartige Scha¨digungsprozesse fu¨r die Dauer-
haftigkeit du¨nner Schalen von großen Naturzugku¨hltu¨rmen aus Stahlbeton. Die bei
vielen europa¨ischen Ku¨hltu¨rmen beobachtete Rißbildung in der Ku¨hlerschale infolge
Windeinwirkungen reduziert die Steifigkeit des Tragwerks und vergro¨ßert damit die in-
elastischen Verformungen. Die Temperatureinwirkung als Vorscha¨digung fu¨hrt zusa¨tzlich
zur Steifigkeitsreduzierung. Die Steifigkeitsreduzierung fu¨hrt bekanntlich zu niedrigeren
Eigenfrequenzen, die sich in Richtung auf das spektrale Erregerzentrum verschieben,
wodurch dynamische Beanspruchungen und damit Scha¨digungsprozesse intensiviert
werden. Diese Scha¨digungsentwicklung akkumuliert damit progressiv zum Lebensalter
des Ku¨hlturms.
In der vorliegenden Arbeit wird der oben dargestellte progressive Scha¨digungsprozeß
von Naturzugku¨hltu¨rmen analysiert und eine Theorie zur Erkla¨rung derartiger Scha¨di-
gungspha¨nomene aufgestellt. Da solche Scha¨digungsprozesse hochgradig nichtlinear sind,
werden geeignete Simulationswerkzeuge fu¨r die nichtlineare Scha¨digungsanalyse beno¨tigt.
Ein Materialmodell fu¨r den nichtlinearen Verbundwerkstoff Stahlbeton wird formuliert,
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wobei die wesentlichen Scha¨digungskomponenten beru¨cksichtigt werden. Die Makro-
Scha¨digungen bei den in dieser Arbeit untersuchten Ku¨hltu¨rmen entstehen vorwiegend
durch Zugrißbildung, plastische Dehnungen des Bewehrungsstahles und Scha¨digungen
des Verbundes zwischen Beton und Stahl. Im Hinblick auf die Dauerhaftigkeit wird auf
den Rißbildungsprozeß und die Rißbreitenermittlung ein besonderes Augenmerk gelegt.
Der Mitwirkungseffekt zwischen den Rissen wird vom Erstrißbildungsstadium bis zum
plastischen Dehnungsbereich der Bewehrung formuliert. Diese Formulierung erfaßt auch
den Mitwirkungseffekt bei zyklischer Beanspruchung.
Fu¨r die Ku¨hlerschale wird das isoparametrische “Finite Assumed Strain Element”
ASE 6 nach einer Schalentheorie unter REISSNER-MINDLIN-Annahme angewendet.
Die Stu¨tzen werden mittels eines neu implementierten ra¨umlichen Stahlbeton-Balken-
Elements diskretisiert, dessen geometrische Nichtlinearita¨t gema¨ß einer schubsteifen
Stabtheorie mit großen Verschiebungen, jedoch kleinen Rotationen beru¨cksichtigt wird.
Das Fasermodell idealisiert den Querschnitt des Balkenelements.
Im Rahmen der statischen Analyse mit Beru¨cksichtigung geometrischer sowie stoffli-
cher Nichtlinearita¨t werden zwei real existierende große Naturzugku¨hltu¨rme detailliert
untersucht. Beim ersten Turm handelt es sich um einen 25 Jahre alten Ku¨hlturm mit
einem ausgepra¨gten Rißbild. Durch den Vergleich des realen Scha¨digungszustandes
mit dem aus der numerischen Scha¨digungssimulation wird das angesetzte Konzept der
Analyse verifiziert. Die dabei beobachteten Scha¨digungsprozesse unter den betrachteten
Lastfallenkombinationen werden ausfu¨hrlich diskutiert. Basierend auf den durch diese
Simulation gewonnen Erkenntnissen wird der zweite Turm analysiert. Die Simulation
dient zur Vervollsta¨ndigung und Besta¨tigung der bei der ersten Simulation gewonnenen
Erkenntnisse. Zum anderen dient sie der Vorhersage des zu erwartenden Scha¨digungszu-
standes im Hinblick auf die Dauerhaftigkeit und der Abscha¨tzung der Tragreserven des
nach VGB (1997) bemessenen Ku¨hlturmes.
Die simulierten Scha¨digungszusta¨nde des ersten Turmes stimmen mit dem realen
Zustand qualitativ gut u¨berein, und die dabei gewonnenen Erkenntnisse ließen sich beim
zweiten Turm besta¨tigen. Bei beiden Tu¨rmen bilden die Hauptursachen der vertikalen
Biegerisse thermische und hygrische Einwirkungen. Diese Beanspruchungen reduzieren
die Biegesteifigkeit der Schale erheblich. Die danach folgenden Windbeanspruchungen
vergro¨ßern die bereits vorhandene Biegescha¨digung.
Die Schwingungsanalysen ermo¨glichen es, die A¨nderungen der dynamischen Eigenschaften
zu identifizieren. Durch die Untersuchung der Eigenfrequenzen und der dazugeho¨rigen
Modalformen wird die scha¨digungsbedingte Biegesteifigkeitsreduktion nicht nur des
globalen Tragsystems, sondern auch von lokalen Bereichen festgestellt. Die Biegeeigen-
schwingungen der Tu¨rme reagieren sensibel auf die Scha¨digungen unter den betrachteten
Beanspruchungen. Die Scha¨digungsprozesse unter der Betrachtung der dynamischen
Eigenschaften sind bei den beiden untersuchten Tu¨rmen prinzipiell gleich. Dynamische
Eigenschaften der Naturzugku¨hltu¨rme a¨ndern sich signifikant und stimmen daher nicht
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mit denen aus den linearen Analysen u¨berein.
Fu¨r quantitative Auswertungen der Scha¨digungen auf das Tragverhalten des Ku¨hlturmes
wurden die Eigenfrequenzen bei der Definition eines globalen Scha¨digungsindikators
herangezogen. Zur Beurteilung dieses Indikators wird zusa¨tzlich ein weiterer Scha¨digungs-
indikator gewa¨hlt, der auf dem Verformungszuwachs basiert. Dabei ließ sich feststellen,
daß ein Satz von Scha¨digungsindikatoren mehrerer Eigenfrequenzen sowohl den globalen
Scha¨digungszustand als auch die Scha¨digungsentwicklung im lokalen Bereich darstellen
ko¨nnen.
Um den Einfluß der eingetretenen Scha¨digungen auf die Winderregung des Tragwer-
kes abzuscha¨tzen, wurden die shiftenden Eigenfrequenzen in das VON-KA´RMA´N-
Windspektrum eingetragen. Die Reduktion der Eigenfrequenzen bewirkt, daß sich das
dynamische System der hochabgestimmten Schale zum spektralen Winderregermaximum
hin verschiebt und dadurch seine Einwirkungskomponenten versta¨rkt. Beispielsweise
vergro¨ßert allein die Vorscha¨digung aus thermischer und hygrischer Beanspruchung die
Biegebeanspruchung der Schale um u¨ber 20 % und fu¨hrt hauptsa¨chlich zu Biegerissen,
die zu einer progressiven Scha¨digung fu¨hren.
Die Erkenntnisse aus dieser Arbeit bilden eine fundierte Grundlage zur Erkla¨rung progres-
siver Scha¨digungsprozesse an Naturzugku¨hlern. Jedoch la¨ßt sich noch keine quantitative
Aussage u¨ber die Auswirkung der Erho¨hung der Winderregung beispielsweise auf zeit-
variante Schalenbiegemomente treffen. Fu¨r zuku¨nftige Forschungsta¨tigkeiten bieten sich
daher wirklichkeitsnahe nichtlineare, winddynamische Analysen mit stochastischen Wind-
simulationen an, die fu¨r Tragwerke aus hochgradig nichtlinearem Stahlbeton besonders
aufwendig sind.
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Anhang A
Erga¨nzende Formeln zur
Schalentheorie
Differentielles Volumenelement
dV = (dX1 × dX2) · dX3
= (ZA1 × ZA2) · ZA3 dθ1dθ2dθ3 (A.1)
= detZ (A1 ×A2) ·A3︸ ︷︷ ︸√
A=
√
G|θ=0
dθ1dθ2dθ3
dv = (za1 × za2) · za3 dθ1dθ2dθ3
= detz (a1 × a2) · a3︸ ︷︷ ︸√
a=
√
g|θ=0
dθ1dθ2dθ3 (A.2)
Komponenten des GREENschen Verzerrungstensors
α(αβ) =
1
2
[aα · aβ − Aα ·Aβ]
α(α3) =
1
2
[
1
2
H {aα · d − Aα ·D}
]
(A.3)
α(33) = 0
βI(αβ) =
1
2
[
1
2
H {(aα · d,β + aβ · d,α) − (Aα ·D,β + Aβ ·D,α)}
]
βI(α3) = 0 (A.4)
βI(33) = 0
βII(αβ) =
1
2
[
1
4
H2(d,α · d,β −D,α ·D,β)
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βII(α3) = 0 (A.5)
βII(33) = 0
Linearisierung der Komponenten des GREENschen Verzerrungstensors
δα(αβ) =
1
2
(δaα · aβ + aαδaβ)
δα(α3) =
1
2
[
1
2
H {δaα · d + aα · δd}
]
(A.6)
δα(33) = 0
δβI(αβ) =
1
2
[
1
2
H {δaα · d,β + aα · δd,β + δaβ · d,α + aβ · δd,α}
]
δβI(α3) = 0 (A.7)
δβI(33) = 0
∆δα(αβ) =
1
2
(δaα ·∆aβ + ∆aα · δaβ)
∆δα(α3) =
1
2
[
1
2
H {δaα ·∆d + ∆aα · δd+ aα ·∆δd}
]
(A.8)
∆δα(33) = 0
∆δβI(αβ) =
1
2
[1
2
H
{
δaα ·∆d,β + ∆aα · δd,β + δaβ ·∆d,α + ∆aβ · δd,α
+aα ·∆δd,β + aβ ·∆δd,α
}]
∆δβI(α3) = 0 (A.9)
∆δβI(33) = 0
Approximation der Komponenten des GREENschen Verzerrungstensors
αh(αβ) =
1
2
[
NA,αx
0
A ·NB,βx0B −NA,αX0A ·NB,βX0B
]
αh(α3) =
1
2
[
1
2
H(NA,αx
0
A ·NBdB −NA,αX0A ·NBDB
]
(A.10)
αh(33) = 0
βIh(αβ) =
1
2
[1
2
H
{
(NA,αx
0
A ·NB,βdB + NA,βx0A ·NB,αdB)
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−(NA,αX0A ·NB,βDB + NA,βX0A ·NB,αDB)
}]
βIh(α3) = 0 (A.11)
βIh(33) = 0
δαh(αβ) =
1
2
[
NA,αδx
0
A ·NB,βx0B + NA,αx0A ·NB,βδx0B
]
δαh(α3) =
1
2
[
1
2
H(NA,αδx
0
A ·NBdB + NA,αx0A ·NBδdB)
]
(A.12)
δαh(33) = 0
δβIh(αβ) =
1
2
[1
2
(
NA,αδx
0
A ·NB,βdB + NA,αx0A ·NB,βδdB
+NA,βδx
0
A ·NB,αdB + NA,βx0A ·NB,αδdB
)]
δβIh(α3) = 0 (A.13)
δβIh(33) = 0
∆δαh(αβ) =
1
2
[
NA,αδx
0
A ·NB,β∆x0B + NA,α∆x0A ·NB,βδx0B
]
∆δαh(α3) =
1
2
[1
2
H
(
NA,αδx
0
A ·NB∆dB + NA,α∆x0A ·NBδdB
−NA,αx0A ·NB(δdB ·∆dB)dB
)]
(A.14)
∆δαh(33) = 0
∆δβIh(αβ) =
1
2
[1
2
(
NA,αδx
0
A ·NB,β∆dB + NA,α∆x0A ·NB,βδdB
+NA,βδx
0
A ·NB,αdB + NA,β∆x0A ·NB,αδdB
−NA,αx0A ·NB,β (δdB ·∆dB)dB
−NA,βx0A ·NB,α(δdB ·∆dB)dB
)]
∆δβIh(α3) = 0 (A.15)
∆δβIh(33) = 0
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